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Πρόλογος 
 

Οι σηµειώσεις αυτές γράφτηκαν για τους φοιτητές του Εθνικού Μετσόβιου 

Πολυτεχνείου και καλύπτουν πλήρως το µάθηµα της Στατιστικής. Το φυλλάδιο αυτό 

συµπληρώνεται µε το φυλλάδιο των Πιθανοτήτων. 

 

Σκοπός των σηµειώσεων αυτών είναι να δοθούν µε σαφήνεια και απλότητα όλες οι 

έννοιες και οι εφαρµογές της στατιστικής,  διατηρώντας όµως παράλληλα την επιστηµονική 

αυστηρότητα και ευκρίνεια που πρέπει να διέπει τέτοιες προσπάθειες. 

 

Το φυλλάδιο αυτό χωρίστηκε σε πέντε κεφάλαια. Στο πρώτο, την περιγραφική 

στατιστική, αναφέρονται γενικές έννοιες της στατιστικής. Ακολουθεί το ένα από τα τρία 

βασικά αντικείµενα της Στατιστικής, η Εκτιµητική, στο οποίο πρωταρχικό ρόλο έχουν οι 

µέθοδοι εκτίµησης που είναι αυτή των ροπών και η µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας. Στο 

τρίτο κεφάλαιο βρίσκονται τα διαστήµατα εµπιστοσύνης που αποτελούν µια εκτίµηση κατά 

διάστηµα σε αντιδιαστολή µε την εκτίµηση κατά σηµείο που αναφέρεται στο δεύτερο 

κεφάλαιο. Εν συνεχεία εξετάζουµε το τρίτο βασικό κοµµάτι της Στατιστικής που είναι ο 

έλεγχος των στατιστικών υποθέσεων και τέλος παραθέτουµε κάποια στοιχεία από την 

ανάλυση παλινδρόµησης και συσχέτισης. 

 

Καταβάλαµε µεγάλη προσπάθεια για τη συγκέντρωση πλήθους χαρακτηριστικών 

ασκήσεων και απλούστευσης της θεωρίας - όχι όµως υπεραπλούστευσης, καθώς το κοµµάτι 

αυτό των Μαθηµατικών είναι από τα πλέον δύσκολα. Συνίσταται διεξοδική µελέτη της 

θεωρίας γιατί είναι απαραίτητη για την πλήρη κατανόηση των ασκήσεων. 

 

Μεγάλο βάρος θα πρέπει να δοθεί στις παρατηρήσεις των ασκήσεων, οι οποίες 

αποτελούν συµπλήρωµα της θεωρίας. Φροντίστηκε ώστε να υπάρχει οµοιογένεια στην 

έκφραση καθώς και στην διατύπωση για να µη δηµιουργούνται προβλήµατα στους 

αναγνώστες. 

            

       Φ. Φωτόπουλος 

 

        Α. Χαραλαµπάκης 
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Κεφάλαιο 1ο: Περιγραφική Στατιστική 
 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

 

1.1 Εισαγωγή Στο Αντικείµενο 

 

 Στατιστική είναι ένας κλάδος των εφαρµοσµένων Μαθηµατικών που ασχολείται µε τη 

συλλογή, τη συνοπτική παρουσίαση και την ανάλυση - ερµηνεία παρατηρήσεων που 

υπόκεινται σε τυχαίες µεταβολές, µε τελικό στόχο την εξαγωγή βάσιµων συµπερασµάτων και 

τη λήψη βέλτιστων αποφάσεων µε συνθήκες αβεβαιότητας. 

 

 Θα ασχοληθούµε αρχικά µε την εκτίµηση µιας ή περισσοτέρων παραµέτρων 

κατανοµής ενός χαρακτηριστικού του πληθυσµού που µελετάµε κάθε φορά. Η εκτίµηση 

αυτή θα γίνει µε δυο τρόπους. Ο πρώτος αναφέρεται στο δεύτερο κεφάλαιο και είναι η 

εκτίµηση κατά σηµείο. Στο τρίτο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε εκτίµηση κατά διάστηµα. 

Κατόπιν θα περάσουµε στον έλεγχο στατιστικών υποθέσεων. Ο έλεγχος αυτός εν γένει δεν 

είναι ούτε εξαιρετικά ακριβής ούτε και πολύ αξιόπιστος. Παρόλα αυτά, αποτελεί ένα καλό και 

γρήγορο µέσο για πρόχειρες διαπιστώσεις. Τέλος θα ασχοληθούµε µε ορισµένα στοιχεία από 

την ανάλυση παλινδρόµησης και συσχέτισης. 

 

1.2 Παρουσίαση Αποτελεσµάτων  

 

 Για την παρουσίαση των αποτελεσµάτων χρησιµοποιούνται τα ιστογράµµατα, τα 

κυκλικά διαγράµµατα, τα φυλλογράµµατα κα. Η αναλυτική περιγραφή των µεθόδων αυτών 

είναι κάτι που ξεφεύγει από τα όρια των σηµειώσεων αυτών.  

 

1.3 Χαρακτηριστικές Ποσότητες 

  

 Είναι η µέση τιµή του δείγµατος που δίνεται από τον τύπο: 

 

x
n

xi
i

n

=
=
∑1

1
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 Παράδειγµα: Πέντε νοµίσµατα ρίχνονται 50 φορές ταυτόχρονα, και σε κάθε ρίψη 

καταγράφεται ο αριθµός Χ των �κεφαλών� που προκύπτει. Έχουµε τον παρακάτω πίνακα 

που µας δείχνει πόσες φορές εµφανίστηκαν τα εκάστοτε αποτελέσµατα του πειράµατος. 

∆ηλαδή 15 φορές εµφανίστηκαν τρεις κεφαλές ταυτόχρονα. 

 

 Χi fi 

0 1 

1 7 

2 19 

3 15 

4 8 

5 0 

Σύνολο 50 

 

Η µέση τιµή θα είναι σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο: 

 

x xi
i

= = + + + + + = =
=
∑1

50
0 1 1 7 2 19 3 15 4 8 5 0

122
50

2 44
1

50

* * * * * * , .  

 

 Μια άλλη ποσότητα ενδεικτική της µεταβλητότητας του Χ είναι η διασπορά του 

δείγµατος η οποία και θα δίδεται εκ του τύπου: 

 

s
n

x xi
i

n
2 2

1

1
1

=
−

−
=
∑ ( )  

 

 Για το παραπάνω παράδειγµα θα έχουµε: 

 

( )s xi
i

2 2

1

50
2 2 2

2 2 2

1
50 1

2 44
1
49

1 0 2 44 7 1 2 44 19 2 2 44

15 3 2 44 8 4 2 44 0 5 2 44
48 32

49
0 986

=
−

− = − + − + − +

+ − + − + − = =

=
∑ , [ * ( , ) * ( , ) * ( , )

* ( , ) * ( , ) * ( , ) ]
,

,
 

 

 Η τετραγωνική ρίζα της διασποράς, δηλαδή η τιµή s καλείται τυπική απόκλιση του 

δείγµατος. Η δειγµατική τυπική απόκλιση όπως άλλωστε και η διασπορά, είναι ένα µέτρο του 
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πόσο µακριά (κατά µέσο όρο) από τη µέση τιµή x  �διασπείρονται� τα αποτελέσµατα 

x1,x2,�,xn. Αν προκύψει (απίθανο στην πραγµατικότητα) s=0, τότε όλα τα xi συµπίπτουν 

µεταξύ τους. 

s
n

x xi
i

n

=
−

−
=
∑1

1
2

1
( )  

 

   Για το παράδειγµά µας, η τυπική απόκλιση είναι προφανώς s s2 0 986 0 993= ⇒ =, , . 

Τονίζουµε ότι s>0 πάντα.  

  

 Κορυφή είναι η τιµή µε τη µεγαλύτερη συχνότητα. Αν όµως έχουµε συνεχή 

περίπτωση τότε κορυφή είναι η κεντρική τιµή της κλάσης µε τη µεγαλύτερη συχνότητα. 

Προφανώς στο παράδειγµά µας, η ρίψη νοµίσµατος είναι διακριτή περίπτωση καθώς τα fi 

παίρνουν πεπερασµένες τιµές. Θα δώσουµε παρακάτω και ένα παράδειγµα µε συνεχή 

µεταβλητή για την πλήρη κατανόηση του θέµατος. 

 

 Κορυφή για το παράδειγµα αυτό είναι το x=2 , γιατί εκεί εµφανίστηκε µεγαλύτερη 

συχνότητα f2=19.  

 

 ∆ιάµεσος είναι η παρατήρηση εκείνη η οποία είναι µεγαλύτερη από το µισό ακριβώς 

του αριθµού των παρατηρήσεων. Αν έχουµε περιττό αριθµό παρατηρήσεων πχ 15, τότε η 

διάµεσος είναι το όγδοο στοιχείο που είναι και το �µεσαίο�. Αν έχουµε άρτιο πχ 16, τότε 

διάµεσος θα είναι το ηµιάθροισµα του όγδοου και ένατου στοιχείου. ∆ιάµεσο έχουµε 

προφανώς στο 2.  

 

 Τέλος έχουµε τα ρ-ποσοστιαία σηµεία. Για ρ=1/4 και ρ=1/3 έχουµε την πρώτη και 

τρίτη τεταρτητόµο αντίστοιχα. Για ρ=1/2 έχουµε τη διάµεσο. 

 

 Παράδειγµα: Σε δείγµα 50 εξαρτηµάτων του αυτού τύπου µετρήθηκε η διάρκεια 

ζωής Χ(ρ) και προέκυψαν τα κάτωθι αποτελέσµατα. 

46 104 94 114 35 214 15 272 118 193 

126 64 5 27 26 57 56 236 72 46 

23 85 122 43 159 102 14 73 17 314 

120 8 146 117 35 14 263 4 64 113 

48 97 73 38 143 9 25 171 37 184 
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 Παρατηρούµε ότι ενώ στο προηγούµενο παράδειγµα είχαµε µόλις 6 κατηγορίες και 

ήταν εύκολο να βρούµε τις συχνότητες εµφάνισης των αποτελεσµάτων (6 διαφορετικά) εδώ 

δεν γίνεται κάτι τέτοιο. Αυτό συµβαίνει γιατί κανένα Χ (εν γένει) δεν είναι ίσο µε άλλο. Θα 

πρέπει να χωρίζουµε τα xi σε κλάσεις όπως λέµε. ∆ηλαδή µια κλάση µπορεί να είναι από 0 ως 

50, η άλλη 50 ως 100, αλλά οπωσδήποτε πρέπει το πλάτος τους να είναι ίδιο (εδώ 50). 

 

Ποιος όµως είναι ο κατάλληλος αριθµός των διαµερίσεων που πρέπει να  κάνουµε; 

Μπορούµε ασφαλώς µε πλάτος 50 να κάνουµε 7, αλλά και µε πλάτος 25 να κάνουµε 14. Έχει 

βρεθεί (εµπειρικά) ότι ο αριθµός των διαµερίσεων δίνεται µε καλή προσέγγιση από τον 

παρακάτω τύπο: 

 

q n= +1 3 32 10, log  

 

όπου n το πλήθος των παρατηρήσεων, εδώ 50. Είναι q=1+3,32log1050=6,64→7. 

Μπορούµε να κάνουµε 8 διαµερίσεις µε πλάτος 40 για πιο βολικά νούµερα. Παίρνουµε τον 

παρακάτω πίνακα συχνοτήτων. 

 

∆ιάρκεια Ζωής Συχνότητα 

0-40 16 

40-80 11 

80-120 10 

120-160 5 

160-200 3 

200-240 2 

240-280 2 

280-320 1 

Σύνολο 50 

 

 Ο µέσος όρος βρίσκεται από το γνωστό τύπο: x xi
i

=
=
∑1

50 1

50

. Όµως το δείγµα αυτό 

ήδη είναι µεγάλο για να προσθέσουµε όλα τα στοιχεία του και υπάρχουν δείγµατα ακόµη 

µεγαλύτερα. Μια προσέγγιση (αρκετά καλή) του µέσου όρου θα είναι αν προσθέσουµε τα 

γινόµενα των κέντρων των κλάσεων µε τη συχνότητα: 
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x = + + + + + + + = =
1

50
20 16 60 11 10 100 5 140 3 180 2 220 2 260 1 300

4480
50

89 6( * * * * * * * * ) , .  

 

 Για να βρούµε τη διασπορά, εφαρµόζουµε τον τύπο: 

 

s x xi
i

2 2

1

501
50 1

=
−

−
=
∑ ( ) . Όµως µιας και έχουµε κάνει διαµερίσεις και ο προηγούµενος τύπος 

απαιτεί πολλές πράξεις, µπορούµε αντ� αυτού να κάνοµε χρήση του τύπου: 

 

( )s
n

y nxi i
i

n
2 2

1

21
1

=
−

−
=
∑( )ν , οπότε είναι s2 21

49
663200 50 89 6= −( * , ) =5342,69 και 

εποµένως η τυπική απόκλιση θα είναι s=73,09 (τετραγωνική ρίζα της διασποράς). 

 

 Το επόµενο βήµα είναι η εύρεση της κορυφής. Στην προηγούµενη περίπτωση που 

ήταν διακριτή µεταβλητή είχαµε την τιµή µε τη µεγαλύτερη συχνότητα. Εδώ που η 

µεταβλητή είναι συνεχής, θα έχουµε ως κορυφή την κεντρική τιµή της κλάσης (διαµέρισης) 

µε τη µεγαλύτερη συχνότητα. Η µεγαλύτερη συχνότητα είναι το 16 στην πρώτη διαµέριση, 

άρα η κορυφή θα είναι η κεντρική τιµή της πρώτης διαµέρισης, δηλαδή το µέσο του 

διαστήµατος [0,40] που είναι το 20. 

 

 Όσον αφορά τη διάµεσο, ένας τρόπος είναι να κατασκευάσουµε το ιστόγραµµα των 

αθροιστικών συχνοτήτων. Η διάµεσος τότε θα δίνεται από την τετµηµένη του σηµείου του 

οποίου η παράλληλος προς τον άξονα των x από το σηµείο ν/2 = 25, τέµνει το πολύγωνο. 

Όµως αυτός ο τρόπος απαιτεί την κατασκευή γραφήµατος και ως εκ τούτου δε δύναται να 

έχει µεγάλη ακρίβεια. Θα χρησιµοποιήσουµε αντί της µεθόδου αυτής, ένα τύπο: 

 

δ
ν

= +
− −

L

a
n N

ci

i

i

100 1

 

 

όπου c είναι το πλάτος της διαµέρισης, εδώ 40. Li θα είναι το κάτω όριο του διαστήµατος της 

επικρατούσας κλάσης. Επειδή έχουµε την [40,80] θα είναι Li=40. Το α θα είναι 50% για τη 

διάµεσο, 25% και 75 % για την πρώτη και τρίτη τεταρτητόµο αντίστοιχα. Το δε νi θα είναι η 
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συχνότητα της επικρατούσας κλάσης. Τέλος το Ni-1 θα ισούται µε το άθροισµα των 

συχνοτήτων µέχρι τη διαµέριση i-1. Εδώ θα έχουµε Νi-1 =16. Εποµένως έχουµε: 

 

δ = +
−

=40

1
2

50 16

11
40 72 7,  

 

 

 Με τον όρο επικρατούσα κλάση εννοούµε την κλάση στην οποία βρίσκεται το µεσαίο 

στοιχείο (δηλαδή το 25ο.). Προφανώς είναι η δεύτερη, αφού στις δυο πρώτες περιέχονται 

16+11=27 στοιχεία. 

 

 Αν τώρα αντί για α=50% βάλουµε α=25% και α=75% αντίστοιχα θα έχουµε την 

πρώτη και τρίτη τεταρτητόµο: 

 

 Q1 40
0 25 50 16

11
27 3= +

−
=

, *
,  και Q3 80

0 75 50 16 11
10

122= +
− +

=
, * ( )

 

  

1.4 ∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δείγµατα από κανονικούς πληθυσµούς. Τότε αν Χ1,Χ2,�,Χν 

τυχαίο δείγµα, επειδή αυτό ακολουθεί κανονική κατανοµή θα είναι Ν(µ,σ2). Ισχύουν τα 

παρακάτω θεωρήµατα: 

 

 ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο: Ο µέσος όρος τυχαίου δείγµατος θα ακολουθεί επίσης κανονική 

κατανοµή Ν(µ,σ2/ν) όπου ν το πλήθος των δειγµάτων του πληθυσµού. 

 

 ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο: Αν υποθέσουµε ότι έχουµε δυο δείγµατα Χ~(µ1,σ12) και Υ~(µ2,σ2
2) 

τότε και η διαφορά τους Χ-Υ θα ακολουθεί κανονική κατανοµή Χ-Υ~(µ1-µ2, σ12+σ2
2). Να 

προσεχθεί το πρόσηµο (+) στις διασπορές. 

 

 Παρατήρηση: Θα συµβολίζουµε µε X  το µέσο όρο πληθυσµού. 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

 

Άσκηση 1.1 

 

∆ίνονται τα παρακάτω δεδοµένα: 

 

2,29 1,95 1,52 1,93 1,59 1,68 2,79 1,15 

1,70 1,75 1,65 1,01 1,55 1,35 1,48 2,14 

 

 Να οµαδοποιηθούν τα δεδοµένα επιλέγοντας αριθµό κλάσεων. Να βρεθούν ο 

δειγµατικός µέσος, η διασπορά, η κορυφή, η διάµεσος, η 1η και 3η τεταρτητόµος. 

 

 Λύση: 

 

 Για την επιλογή κατάλληλου αριθµού κλάσεων (διαµερίσεων) εφαρµόζουµε τον τύπο: 

q = + ≈1 3 32 16 510, log  κλάσεις. Ελάχιστο στοιχείο το 1,01 και µέγιστο το 2,79. Η διαφορά 

που πρέπει να καλυφθεί µεταξύ τους µε 5 µόνο διαµερίσεις είναι 1,78 που δια του 5 δίνει 

0,356 ή 0,36 (το βήµα). Άρα θα αρχίσουµε από το 1,00 και θα προχωρούµε µε 0,36 βήµα 

δηµιουργώντας 5 κλάσεις. 

 

i Κάτω όριο Άνω όριο yi νi Ni 

1 1,00 1,36 1,18 3 3 

2 1,36 1,72 1,54 7 10 

3 1,72 2,08 1,90 3 13 

4 2,08 2,44 2,26 2 15 

5 2,44 2,80 2,62 1 16 

 

 Η στήλη yi µας δίνει το ηµιάθροισµα κάτω και άνω ορίου. Η στήλη νi δείχνει πόσα εκ 

των δεδοµένων βρίσκονται εντός του εκάστοτε διαστήµατος. Η τελευταία στήλη Νi µας δίνει 

πόσα στοιχεία έχουν ήδη τοποθετηθεί στις εκάστοτε κλάσεις. 

 

 Για το δειγµατικό µέσο έχουµε: 



 13 

 

x
n

xi= = + + + + =∑1 1
16

2 29 1 95 152 2 14 1 721( , , , ... , ) ,  

 

 Μια καλή προσέγγιση του δειγµατικού µέσου δίνεται εκ του τύπου: 

 

x
n

yi= = + + + + =∑1 1
16

118 3 1 54 7 1 90 3 2 26 2 2 62 1 1 698ν i ( , * , * , * , * , * ) ,  

 

 Για τη δε διασπορά θα έχουµε: 

 

s
n

y
n

yi
i

k

i
i

k
2 2

1 1

2
21

1
1 1

15
48 688

1
16

27 16 0 17=
−

−


















= − =
= =
∑ ∑( )

( , ( , ) ) ,ν ν  i i  

 

 και εποµένως s=0,41 (η τυπική απόκλιση). 

 

 Κορυφή έχουµε στο i=2 γιατί εκεί εµφανίζονται τα περισσότερα από τα δεδοµένα, 

την τιµή 1,54 που ισούται µε το µέσο της διαµέρισης.  

 

 ∆ιάµεσος είναι η παρατήρηση εκείνη η οποία είναι µεγαλύτερη από το ½ ακριβώς του 

αριθµού των παρατηρήσεων. Αν έχουµε περιττό αριθµό δεδοµένων διάµεσος είναι το µεσαίο 

δεδοµένο. Αν έχουµε άρτιο όπως εδώ, διάµεσος είναι το ηµιάθροισµα του 8ου και 9ου 

δεδοµένου. 

 

 Προσεγγίζουµε τη διάµεσο από τον εξής τύπο: 

 

d L

n
N

N
ci

i

i
= +

− −2 1
, όπου c το πλάτος (βήµα) των κλάσεων, n το πλήθος, Li το κάτω όριο 

και i η κορυφή. Εδώ d=1,36+(8-3)*0,36/7=1,617. 

 

 Την πρώτη και τρίτη τεταρτητόµο τις προσεγγίζουµε µε τον ίδιο τύπο αλλά αντί 

α=1/2 θα βάλουµε α=1/4 και α=3/4 διαδοχικά : 
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d L
an N

N
ci

i

i
= +

− −1 , όπου α το ποσοστό (0,25 - 0,5 - 0,75) . Παρατηρούµε ότι για ποσοστό 

0,50 (δεύτερη τεταρτητόµο) έχουµε τη διάµεσο. Άρα η διάµεσος είναι ουσιαστικά η δεύτερη 

τεταρτητόµος. Εδώ 

 

 Q Q1 31 36
4 3

7
0 36 1 41 1 72

12 10
3

0 36 1 95= +
−

= = +
−

=, , , , , , .   &     

 

Άσκηση 1.2 

 

∆ίδονται x1,x2,.....,x25 και y1,y2,.....,y25 δυο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα µε Υ∼ Ν(1,9) 

και Χ∼ Ν(0,16) . Να βρείτε την πιθανότητα P x y( )> . 

 

 Λύση: 

 

 Αφού Υ∼ Ν(1,9) ⇒   Y ∼ ( , )1
9
25

 και X ∼ ( , )0
16
25

. Με αφαίρεση κατά µέλη προκύπτει η 

σχέση X Y− ∼ (-1,1) γιατί ισχύει ως γνωστόν X Y− ∼ ( , )µ µ σ σ1 2 1
2

2
2− + . Τώρα έχουµε 

διαδοχικά: P X Y P X Y P
X Y

P Z( ) ( )
( ) ( )

( )> = − > =
− − −

>
− −





= > =0
1

1
0 1

1
1  

= − ≤ = − = − =1 1 1 1 1 0 84134 0 15866P Z F( ) ( ) , , .  

 

Άσκηση 1.3 

 

Έστω Χ∼ Ν(µ,100). Ποιο το n ώστε P(µ-5< x <µ+5)=0,954; 

 

 Λύση: 

 Κατά τα γνωστά έχουµε ένα δείγµα x1,x2,...,xn οπότε Χ∼ ( , )µ
100
n

. Είναι: 

P x P x P
n

x
n n

P
n

Z
n

F
n

F
n

F
n

F
n

F
n

F
n

F n

n n

( ) ( ) (
/ / /

)

(
/ /

) (
/

) (
/

) (
/

)

(
/

) (
/

) , (
/

) , ( , ) ,

, ,

µ µ µ
µ

− < < + = − < − < =
−

<
−

< =

=
−

< < = −
−

= − +

= − = ⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ = ⇒

5 5 5 5
5

100 100
5

100
5

100
5

100
5

100
5

100
5

100
1

5
100

2
5

100
1 0 954

5
100

0 977 0 5 0 977

0 5 2 0 4 n = 16.
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 Σηµειώνουµε ότι για τις τιµές των F χρησιµοποιήσαµε το γνωστό πίνακα που µας δίνει 

τα ολοκληρώµατα για την κανονική κατανοµή. 

 

Άσκηση 1.4 

 

Να βρεθεί η πιθανότητα η µέση διάρκεια ζωής των λαµπτήρων του εργοστασίου Α να 

είναι µεγαλύτερη από αυτή του Β κατά 160 ώρες. 

 

 Μ.Ο ∆ιασπορά πλήθος 

Α 1400 200 125 

Β 1200 100 125 

 

 Λύση: 

 

 Έχουµε από τα δεδοµένα TA ∼ ( , )1400
200
125

2

 και TB ∼ ( , )1200
100
125

2

. Είναι σαφές ότι µε 

αφαίρεση κατά µέλη παίρνουµε: T TA B− ∼ ( , )200 400 . Θέλουµε σύµφωνα µε τα δεδοµένα 

της εκφώνησης να είναι: 

 P T T P
T T

P Z P ZA B
A B( ) ( ) ( )− > =

− −
>

−





= > − = − ≤ −160
200

400
160 200

400
2 1 2 . 

∆ηλαδή θα έχουµε P=1-P(Z≤-2)=1-F(-2)=F(2)=0,9772. 
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Κεφάλαιο 2ο: Εκτιµητική 
  

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

  

2.1 Γενικά περί της εκτιµητικής 

 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε µια σειρά στατιστικών προβληµάτων που 

αφορούν την εκτίµηση µιας ή περισσοτέρων παραµέτρων της κατανοµής ενός ποσοτικού 

χαρακτηριστικού Χ των στοιχείων του πληθυσµού που µελετάµε. 

  

Οι µέθοδοι εκτίµησης θα είναι δυο. Ο πρώτος, εξεταζόµενος στο κεφάλαιο αυτό, είναι 

η εκτίµηση κατά σηµείο. Θα γίνεται µε δυο µεθόδους, µε τη µέθοδο των ροπών και µε τη 

µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας. Ο δεύτερος τρόπος εκτίµησης που εξετάζεται στο 

επόµενο κεφάλαιο είναι η εκτίµηση κατά διάστηµα. 

 

2.2 Κριτήρια επιλογής εκτιµήτριας 

  

 Θα ονοµάζουµε εκτιµήτρια συνάρτηση ή απλά εκτιµήτρια, τη συνάρτηση που µας 

δίνει εκτίµηση κάποιας παραµέτρου θ ενός τυχαίου δείγµατος. Τα κριτήρια επιλογής της 

πρέπει να είναι τα παρακάτω: 

 

• Αµεροληψία 

• Ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

• Αποτελεσµατικότητα 

• Επάρκεια 

• Συνέπεια ή Σύγκλιση 

• Βέλτιστη ασυµπτωτική κανονικότητα 

 

 Αυτό που εµείς πρακτικά θα χρησιµοποιούµε για να χαρακτηρίζουµε αµερόληπτη µια 

εκτιµήτρια θα είναι το παρακάτω κριτήριο: 

 

E T X[ ( )] =θ  
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 όπου Τ(Χ) η εκτιµήτρια και θ το χαρακτηριστικό. ∆ηλαδή η µέση τιµή πρέπει να 

ισούται µε το χαρακτηριστικό. Αν για παράδειγµα ελέγχουµε για την κατανοµή Poisson την 

παράµετρο λ µε µια συνάρτηση Τ(Χ), θα πρέπει Ε(Τ(Χ))=λ. 

 

2.3 Μέθοδος Των Ροπών 

 

 Κατά τη µέθοδο αυτή ενεργούµε ως εξής. Έστω Χ1,Χ2,�.,Χν τυχαίο δείγµα. Είναι 

πρόδηλο ότι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

 

 m1=E(X), m2=E(X2), �.., mκ =E(XK) (*) 

 

 Επίσης θα ισχύουν οι σχέσεις: 

 

 ′ = ′ = ′ =
= = =
∑ ∑ ∑m

n
x m

n
x m

n
xi

i

n

i
i

n

k i
k

i

n

1
1

2
2

1 1

1 1 1
, ,     ....    ,   (**) 

 

 Εξισώνοντας τώρα τις σχέσεις τις κλάσης (*) µε της (**) παίρνουµε ένα σύστηµα 

m1=m1�, m2=m2� ,� το οποίο επιλύουµε για να βρούµε τις εκάστοτε εκτιµήτριες. Το πλήθος 

των εξισώσεων που θα χρειαστούµε εξαρτάται από το  πρόβληµα. 

 

2.4 Μέθοδος Μέγιστης Πιθανοφάνειας 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε Χ1,Χ2,�,Χν τυχαίο δείγµα. Με τη βοήθεια της συναρτήσεως 

που αντιστοιχεί στην κατανοµή που ακολουθεί το δείγµα, έστω f(x) προσπαθούµε να 

σχηµατίζουµε την πιθανοφάνεια L(P) ως το γινόµενο f(x1), f(x2), � δηλαδή θα είναι 

L(P)=f(x1) f(x2)�..f(xn). Στη συνέχεια λογαριθµίζουµε (νεπέριος λογάριθµος) ως προς x την 

παραπάνω έκφραση της L(P) και έστω Ln[L(P)] αυτό που προκύπτει. 

 

 Η µέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας όπως αποκαλύπτει και ο τίτλος της, 

συνίσταται στην εύρεση του µέγιστου (τοπικό ακρότατο) της παραπάνω έκφρασης Ln[L(P)]. 

Αυτό µπορεί να γίνει παραγωγίζοντας και θέτοντας ότι προκύψει ίσο µε το µηδέν. Εξάλλου 

για να βεβαιωθούµε περί του τοπικού µέγιστου (µπορεί να έχουµε τοπικό ελάχιστο), 

ελέγχουµε αν η δεύτερη παράγωγος είναι αρνητική. Αν δεν είναι τότε έχουµε τοπικό 

ελάχιστο και άρα είναι άκυρα τα όσα κάναµε. 
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 Υπάρχει βέβαια και η περίπτωση να µην µπορούµε να βρούµε το µέγιστο µιας 

συνάρτησης αν τη θέσοµε µε το µηδέν. Ας υποθέσουµε ότι η παράγωγος είναι η f�(x)=a/x. 

Προφανώς όταν x→∞ έχουµε f(x)=0 και µόνο τότε. Παρόλα αυτά η συνάρτηση δύναται να 

έχει τοπικό µέγιστο, αν είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα. Έτσι αν οι παράγωγοι δεν µας 

δίνουν το µέγιστο πρέπει να καταφεύγουµε σε γραφική παράσταση. Αν και τότε δεν 

προκύψει κάτι, σταµατάµε. 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

 

Άσκηση 2.1 

Αν Χ1, Χ2, Χ3 τυχαίο δείγµα P(λ) (Poisson) να δείξετε ότι οι $λ1
1 2 32 3

6
=

+ +X X X
 και 

$λ 2
1 2 3

3
=

+ +X X X
 είναι αµερόληπτες και να συγκρίνετε τις διασπορές.  

 

 Λύση: 

 

 Θα έχουµε: 

 

E E X E X E X( $ ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ
λ

λ1 1 2 3

1
6

2
6

3
6

1
6

2
6

3
6

6
6

= + + = + + = =  

E E X E X E X( $ ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ
λ

λ2 1 2 3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

3
3

= + + = + + = =  

 

 που σηµαίνει ότι είναι αµερόληπτες. Θυµίζουµε ότι στην κατανοµή Poisson Ε(Χ)=λ. 

Όσον αφορά τις διασπορές θα είναι: 

 

Var E X E X E X( $ ) ( ) ( ) ( )λ λ λ1

2

1

2

2

2

3
1
6

2
6

3
6

1 4 9
36

14
36

= 



 + 



 + 



 =

+ +
=  

Var E X E X E X( $ ) ( ) ( ) ( )λ λ
λ

2

2

1

2

2

2

3

1
3

1
3

1
3

3
9 3

= 



 + 



 + 



 = =  

 

 Είναι σαφές ότι Var Var( $ ) ( $ )λ λ1 2>  . Πρέπει να κάνοµε µια σηµαντική παρατήρηση. 

Όταν µια εκτιµήτρια είναι αµερόληπτη, το µέσο τετραγωνικό της σφάλµα συµπίπτει µε τη 

διασπορά της. Είναι ευνόητο ότι µεταξύ δυο εκτιµητριών που έχουν ίδιες µεροληψίες (όπως 

και οι παραπάνω) θα πρέπει να επιλέγεται εκείνη µε το µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

ή ισοδύναµα µε τη µικρότερη διασπορά. Έτσι θα πρέπει να επιλέξουµε τη δεύτερη εκτιµήτρια 

καθόσον έχει τη µικρότερη διασπορά. 
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Άσκηση 2.2 

Έστω Χ1,Χ2,�.,Χn τυχαίο δείγµα µε δ θ θ
θ

αλλου
( )

,

,
=

≤ ≤





1
0

0

   

    

x
  . Να βρεθεί η εκτιµήτρια 

µε τη µέθοδο των ροπών. 

 

 Λύση: 

 

 Θα κάνουµε µια απλή εφαρµογή του τύπου που µας παρέχει την εκτιµήτρια µε τη 

µέθοδο των ροπών: 

 

m E X x dx x
n

x x xi
i

n

1
0

2

1

1
2

1
2

1
2

2= = = = ′ = =






⇒ = ⇒ =∫ ∑
=

( )
$

$
θ

θ
θ

θ
και

θ
θ

θ

         m1 . 

 

 Για την εύρεση της εκτιµήτριας πήραµε κατά τα γνωστά την εξίσωση m1 και την m1�. 

Τις εξισώσαµε και βρήκαµε το θ. Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι m1�= x .  

 

Άσκηση 2.3 

 

Έστω τυχαίο δείγµα Χ1,Χ2,�.,Χ3 οµοιόµορφης κατανοµής µε U(a,b). Να βρείτε τα 

$ , $a b =; 

 

 Λύση: 

 

 Αφού έχουµε οµοιόµορφη κατανοµή είναι γνωστό ότι: f x b a
a x b

( )
,

,
= −

≤ ≤





1

0

   

           αλλου
 . 

Στην οµοιόµορφη κατανοµή ισχύουν για τη µέση τιµή και τη διασπορά αντίστοιχα: 

E X
a b

Var X
b a

( ) , ( )
( )

=
+

=
−

2 12

2

 . Από την πρώτη εξίσωση έχουµε m1=m1� ⇒  Ε(Χ)= x ⇒  ⇒  

α+b =2 x  (1) . Επειδή όµως έχουµε δυο αγνώστους α και b και µια εξίσωση, θα χρειαστούµε 

άλλη µια σχέση. Αυτή θα είναι η δεύτερη εξίσωση m2=m2� ⇒  E X xi
i

n

( )2 2

1
=

=
∑ . Συνεπώς θα 
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είναι Var X E X E X
b a

n
x xi

i

n

( ) ( ) ( )
( )

= − ⇒
−

= −
=
∑2 2

2
2

1

2

12
1

 (2) Η εξίσωση (2) µπορεί όµως 

να γραφεί:b a
n

x xi
i

n

− = −
=
∑12

1
122 2

1
 (3) Οι (1) και (3) µε προσθαφαίρεση δίνουν: 

 

$a x
n

x xi
i

n

= − −
=
∑3

32 2

1
    και συµµετρικά b x

n
x xi

i

n

= + −
=
∑3

32 2

1
 

 

 Στην άσκηση αυτή χρειαστήκαµε τις δυο πρώτες εξισώσεις. Πρέπει να 

παρατηρήσουµε ότι από τη µετάβαση από την (2) στην σχέση (3) δεν βάλαµε απόλυτο. 

Αυτό έγινε επειδή γνωρίζαµε εκ των προτέρων ότι b>α λόγω του διαστήµατος (α,b).  

 

Άσκηση 2.4 

 

Έστω Χ1,Χ2,�,Χn τυχαίο δείγµα που ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(µ,σ2). Να 

βρεθούν µε τη µέθοδο των ροπών τα $ ;µ =  και $ ;σ =  

 

 Λύση: 

Είναι προφανώς ′ = = = =
=
∑m E X

n
x xi

i

n

1
1

1
( ) µ  και αντίστοιχα ′ =

=
∑m

n
xi

i

n

2
2

1

1
, οι δυο 

πρώτες δειγµατικές ροπές περί την αρχή. Αυτά ισχύουν γενικά για όλες τις κατανοµές. 

Ιδιαίτερα για την κανονική όµως κατανοµή, γνωρίζουµε πως m1= Ε(Χ)=µ και m2=E(X2)= 

σ2+µ2. Θα εξισώσουµε στη συνέχεια κατά τα γνωστά τα m1�=m1 και m2�=m2. Με τον τρόπο 

αυτό λαµβάνουµε: µ σ µ= + =
=
∑x

n
xi

i

n

,    2 2 2

1

1
. Αν τώρα λύσουµε το σύστηµα αυτό ως προς 

µ και σ παίρνουµε τα ζητούµενα: $ , $µ σ= = −
=
∑x

n
x xi

i

n

   
1 2 2

1
.(Το x  δεν βρίσκεται εντός 

του αθροίσµατος). 

 

Άσκηση 2.5 

 

Έστω Χ1,Χ2,�.,Xn  τυχαίο δείγµα που ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µε    U(-θ,θ). 

Να βρείτε το $ ;θ =  
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 Λύση: 

 

 Η µέση τιµή θα είναι Ε(Χ)=0 προφανώς. Θα υπολογίσω τη διασπορά: 

 

( )
Var X Var X E X E X E X

n
xi

i

n

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )=
− −

= = ⇒ = − = − =
=
∑θ θ θ θ2 2 2

2 2 2

112
4
12 3

0
1

⇒   

⇒ =
=
∑$θ

3 2

1n
xi

i

n

. 

 

 Παρατήρηση: ∆ε θα µπορούσαµε να είχαµε πάρει τη µέση τιµή καθόσον αυτή είναι 

ίση µε το µηδέν. 

 

Άσκηση 2.6 

 

Γεγονός Α µε πιθανότητα ρ για ν=100 επαναλήψεις, εµφανίστηκε κ=63 φορές. Να 

βρεθεί η εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας (ΕΜΠ) $p =; 

 

 Λύση: 

 

 Η µεθοδολογία των ασκήσεων αυτών είναι στάνταρ. Αρχικά και σύµφωνα µε την 

εκφώνηση θα βρίσκουµε τη συνάρτηση f(x) που θα χρησιµοποιήσουµε και θα προκύπτει από 

το είδος της κατανοµής. Ύστερα θα εκφράζουµε την L(xx) την οποία θα λογαριθµίζουµε, θα 

παραγωγίζουµε προσπαθώντας να βρούµε το ακρότατο της, το οποίο και θα µας δίνει την 

εκτιµήτρια. 

 

 Εδώ αν πούµε X
p

p= −




1
0 1
,
,

   όπου 1=εµφάνιση τότε f x p p xx x( ) ( ) , , .( )= − =−1 0 11  

  

 α) Θα εκφράσουµε την L(p) µε τη βοήθεια της παραπάνω συνάρτησης: 

 

L P p p p p p p p pX X X X X X X n Xn n i i( ) ( ) ( ) ..... ( ) ( )= − − − = ∑ − ∑− −1 1 2 21 1 1 11
 

 

 β) Θα τη λογαριθµίσουµε (ως προς Ρ µεταβλητή): 
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ln ( ) ln ( )( )L P X P n X pi i= + − −∑ ∑ 1  

 

 γ) Θα την παραγωγίσουµε ως προς Ρ και ό,τι προκύψει, θα το εξισώσουµε µε το 

µηδέν για να προκύψει η ζητούµενη εκτιµήτρια συνάρτηση: 

 

  
∂

∂
ln ( )

$ ,
L P
P

X
P

n X
p

p
X

n
i i i= −

−
−

= ⇒ = = =
∑ ∑ ∑

1
0 0 63 63%. 

 

Άσκηση 2.7 

 

∆ίνεται το τυχαίο δείγµα Χ1,Χ2,�,Χn µε πιθανότητα P(λ) που ακολουθεί κατανοµή 

Poisson. Βρείτε την εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας $λ =; 

 

 Λύση: 

 

 Θα εφαρµόσοµε τη γνωστή µεθοδολογία (βλέπε άσκηση 2.6). Έτσι, η συνάρτηση 

που θα χρησιµοποιήσουµε αφού πρόκειται για κατανοµή Poisson είναι η f x e
X

X

( )
!

= −λ λ
. Η 

µεταβλητή στην προκειµένη περίπτωση θα είναι η Χ ενώ η εκτιµήτρια η λ.  

 

 α) Εκφράζω την L(λ) χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση f(x). 

 

L e
X

e
X

e
X

e
X X X

X X X

n

n
X

n

n i

( )
! !

. . . . .
! ! !. . !

λ
λ λ λ λλ λ λ λ= =

∑
− − − −

1 2

1 2 1 2

 

 

 β) Θα την λογαριθµίσω ως προς λ , χρησιµοποιώντας τις σχέσεις Ln(ab)=Lna+Lnb 

και την Ln(a/b)=Lna - Lnb. 

 

LnL e X X X n X X X

X n X X n nx X

n X
n i

n i i i

i( ) ln ln ln( ! !.... !) ln (ln ! ln ! ....

... ln !) ln ln ! ln ln !

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ= + ∑ − = − + − + +

= − + − = − + −

− ∑
∑ ∑ ∑

1 2 1 2  

 

αφού ως γνωστόν x
n

X X nxi i= ⇒ =∑ ∑1
.  
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 γ) Τέλος θα την παραγωγίσω ως προς λ και ότι προκύψει θα το εξισώσω µε το µηδέν 

για να βρω τη ζητούµενη εκτιµήτρια: 

 

∂ λ
∂λ λ

λ
LnL

n
nx

x
( ) $ ,= − + − = ⇒ =0 0  που είναι η ζητούµενη εκτιµήτρια. 

Άσκηση 2.8 

 

∆ίδεται τυχαίο δείγµα Χ1,Χ2,�,Χn που ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή U(0,θ). Να 

βρείτε την εκτιµήτρια $θ =; 

 

 Λύση: 

 

Ln(θ) 

 

 

 

 

 Ln(θ)=0   θ 

 

 Θα ενεργήσουµε κατά τα γνωστά, λαµβάνοντας υπόψη µας, πως λόγω της 

οµοιόµορφης κατανοµής, η συνάρτηση f(x) που θα µας βοηθήσει στη σύνταξη της έκφρασης  

L(θ) είναι η f x
X X X n( )

, ...

,
=

≤ ≤ ≤ ≤ ≤





1
0

0

1 2θ
θ

αλλου
. Τότε θα έχουµε διαδοχικά: 

 

 L n( ) ....θ
θ θ θ θ

= =
1 1 1 1

 γιατί η f(x) είναι ουσιαστικά σταθερή συνάρτηση. 

Λογαριθµίζοντας παίρνουµε LnL Ln nLnn( )θ θ θ= − = −  και παραγωγίζοντας ως προς θ 

λαµβάνουµε 
∂ θ

∂θ θ
θ

LnL n
R

( )
,= − ≠ ∀ ∈0  . Σε τέτοιες περιπτώσεις ανατρέχουµε στη γραφική 

παράσταση που δίδεται από το σχήµα παραπάνω. Βλέπουµε ότι έχουµε ακρότατο (που είναι 

ως γνωστόν η ζητούµενη τιµή της εκτιµήτριας) $ ( )θ = X n . 
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 Παρατήρηση:  Η µέθοδος αυτή καλείται µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας και η 

ποσότητα L(q) που υπολογίσαµε στις τρεις προηγούµενες ασκήσεις καλείται πιθανοφάνεια. Η 

άλλη µέθοδος της εκτιµητικής που εξετάσαµε στις ασκήσεις 2.2, 2.3, 2.4 & 2.5 καλείται 

µέθοδος των ροπών. Εκτός από τις δυο αυτές µεθόδους, δε θα εξετάσουµε καµία άλλη. 

 

Άσκηση 2.9 

 

Παίρνουµε τυχαίο δείγµα µεγέθους n από πληθυσµό, ο οποίος ακολουθεί την 

εκθετική κατανοµή µε παράµετρο θ (θ>0). Να βρεθεί η εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας 

της παραµέτρου θ. (Θέµα 6/1996) 

 

 Λύση: 

 

 Κατά τα γνωστά θα βρούµε την έκφραση της πιθανοφάνειας L(θ): 

 

L e e e ex x x n xn i( ) ...θ θ θ θ θθ θ θ θ= = ∑− − − −1 2  

θα λογαριθµίσουµε την παραπάνω σχέση (νεπέριος λογάριθµος - θ η µεταβλητή) οπότε: 

 

ln ( ) lnl n xiθ θ θ= − ∑ , γιατί Lnab=Lna + Lnb και θα παραγωγίσουµε ως προς θ: 

 

∂ θ
∂θ θ

θ
ln ( ) $l n

x
n
x xi

i

= − = ⇒ = =∑ ∑
0

1
. Είµαστε σίγουροι ότι έχουµε τοπικό µέγιστο γιατί 

αν πάρουµε δεύτερη παράγωγο, θα βγει -n/θ2<0.  
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Κεφάλαιο 3ο: ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης 
 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

3.1 Γενικά Περί ∆.Ε. 

  

 Εκτός από τον προσδιορισµό της τιµής µιας παραµέτρου θ, πρόβληµα µε το οποίο 

ασχοληθήκαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, συχνά είναι χρήσιµο να προσδιορίσουµε, µέσω 

των εκτιµητριών, ένα διάστηµα το οποίο θα περιέχει την άγνωστη τιµή της παραµέτρου µε 

καθορισµένη πιθανότητα έστω γ. Ένα τέτοιο διάστηµα ονοµάζεται διάστηµα εµπιστοσύνης. 

 

 Η πιθανότητα γ θα ονοµάζεται βαθµός εµπιστοσύνης και πρακτικά θα είναι της τάξης 

του 90% ή µεγαλύτερος. Όταν λοιπόν ένα πρόβληµα λέει για 99% σιγουριά, τότε αυτόµατα 

θα είναι ο βαθµός εµπιστοσύνης 99% του διαστήµατος που θα δηµιουργήσουµε. Αυτό που 

αρχικά πρέπει να βρίσκουµε σε προβλήµατα τέτοιου είδους (αν δε δίνεται) είναι η στάθµη 

σηµαντικότητας α. 

 

Πράγµατι αν έχουµε διάστηµα εµπιστοσύνης 95% = 0,95 ⇒  1-α = 0,95 ⇒  α=0,05. 

Αλλά και αντίστροφα, αν δίνεται α=0,01 ⇒  1-α = 0,99 ⇒  99% διάστηµα εµπιστοσύνης. Η 

στάθµη σηµαντικότητας χρειάζεται στους πίνακες των κατανοµών όπως θα δούµε παρακάτω. 

 

3.2 ∆.Ε. της µέσης τιµής µ (σ γνωστό) 

 

 Αυτό θα δίνεται εκ του τύπου: 

 

x
n

Za±
σ

/2  

 

όπου n το µέγεθος του δείγµατος, α η στάθµη σηµαντικότητας και σ η τυπική 

απόκλιση που είναι γνωστή.  
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3.3 ∆.Ε. της µέσης τιµής µ (σ άγνωστο) 

  

 Αντί του προηγούµενου τύπου θα έχουµε τώρα: 

 

x
s
n

tn a± −1, 2/  

 

όπου τώρα αντί σ=s και αντί Ζα/2 = t ν-1,α/2 (t είναι της κατανοµής Student). 

 

Παράδειγµα: Για τον προσδιορισµό του συντελεστή θερµικής διαστολής µ του νικελίου 

έγιναν 25 µετρήσεις και έδωσαν µέσο όρο x =12,81 και τυπική απόκλιση s=0,04. Να 

κατασκευαστεί  δ.ε. του θερµικού συντελεστή 95%. 

 

Θα είναι ασφαλώς δε 95%=0,95 ⇒  1-α=0,95 ⇒  α=0,05 η στάθµη σηµαντικότητας. 

Επειδή δε γνωρίζουµε το σ, θα εφαρµόσουµε το δεύτερο από τους δυο τύπους που µας 

παρέχουν το δ.ε. του µέσου όρου µ. 

 

Πράγµατι το πλήθος n=25 και αποµένει να βρούµε το t. Το t25, 0.025 (a/2=0,025) θα 

δοθεί από τον πίνακα t των ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής του Student. Στην 

οριζόντια στήλη θα έχουµε Ρ=1-0,025=0,975 στη δε κατακόρυφη n=24 και εποµένως θα 

πάρουµε t=2,064. 

 

Πρέπει να τονίσουµε πως στην κατακόρυφη στήλη του πίνακα αυτού, ο παράγοντας 

ν δεν είναι το πλήθος του δείγµατος αλλά ο βαθµός ελευθερίας που προκύπτει αν από το 

µέγεθος του πληθυσµού αφαιρέσουµε τη µονάδα, γι� αυτό και είπαµε n=25-1=24. Αυτό 

πρέπει να προσεχθεί ιδιαίτερα, καθώς ισχύει γενικά και για τους άλλους πίνακες. 

 

12 81
0 04

25
2 064 12 81 0 02 12 79,

,
, , , ( ,± = ± =    ,    12,83)  

 

 Παρατήρηση: Όσον αφορά τα δεκαδικά ψηφία των πράξεων, αυτά θα είναι όσα και 

του µέσου όρου. Μεγαλύτερη ακρίβεια προφανώς δεν έχει νόηµα. Έτσι ενώ στις πράξεις 

έβγαινε 0,016512 η παράσταση µετά το 12,81, τη στρογγυλοποιήσαµε στο 0,02 για να 

έχουµε δυο δεκαδικά ψηφία αφού τόσα είναι και ο µέσος όρος. Ο κανόνας αυτός βέβαια δεν 
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είναι απόλυτος γιατί η έκφραση που ακολουθεί το ± µπορεί να ήταν η 0,0009 που θα 

στρογγυλευόταν στο 0. 

 

3.4 ∆.Ε. της διαφοράς µ1-µ2 (σ1,σ2 γνωστά) 

 

 Έστω έχουµε δυο πληθυσµούς µε µέσους όρους x y,  αντίστοιχα, διασπορές σ12 και 

σ2
2 αντίστοιχα και ακολουθούν κανονικές κατανοµές Ν(µ1,σ12) και Ν(µ2,σ2

2). Τότε το 

διάστηµα εµπιστοσύνης της διαφοράς των µέσων όρων µε γνωστές τις τυπικές αποκλίσεις 

(άρα και τις διασπορές) θα δίνεται από τον τύπο: 

 

x y Z
n na− ± +/ 2

1 2

1 1
   

 

 n1 και n2 είναι προφανώς τα µεγέθη των πληθυσµών. 

 

3.5 ∆.Ε. της διαφοράς µ1-µ2 (σ1=σ2=σ µε σ άγνωστο) 

  

 Στην ειδική περίπτωση που οι τυπικές αποκλίσεις είναι άγνωστες αλλά ίσες µεταξύ 

τους ο παραπάνω τύπος αντικαθίσταται από τον παρακάτω, ο οποίος ισχύει για εν γένει 

µικρά µεγέθη πληθυσµών ήτοι n1,n2<30: 

 

x y s t
n nn n a− ± ++ −* , /1 2 2 2

1 2

1 1
 

 

3.6 ∆.Ε. για τη διαφορά µ1-µ2 (σ12, σ2
2 άγνωστα) 

 

 Εδώ θα πρέπει τα δείγµατα να είναι αρκετά µεγάλα, δηλαδή n1,n2 ≥ 30. 

 

x y Z
s
n

s
na− ± +/ 2

1
2

1

2
2

2
 

 

 Παράδειγµα:  ∆υο αναλυτές Α και Β διεξήγαγαν µικροαναλυτικούς προσδιορισµούς 

της περιεκτικότητας σε άνθρακα ενός χηµικού προϊόντος και πήραν τα κάτωθι 

αποτελέσµατα: 
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Α 47,2 47,5 47,3 47,7 47,6 47,4 47,5 47,8 47,3 47,4    

Β 47,7 47,2 47,3 47,9 47,5 47,1 47,4 47,8 47,3 47,9 47 47,6 47,8 

 

 Αν οι δυο αναλυτές είναι το ίδιο έµπειροι και ακριβείς στις αναλύσεις τους, αν δηλαδή 

σ1=σ2, ποιο το 0,99 δ.ε. της µέσης διαφοράς στα αποτελέσµατά τους; 

 

 Τα δείγµατα είναι αρκετά µικρά ώστε να µπορεί να εφαρµοσθεί ο τύπος που µας δίνει 

το διάστηµα εµπιστοσύνης µε ίσες τυπικές αποκλίσεις (άρα και ίσες διασπορές). Πρέπει 

αρχικά να βρούµε τους µέσους όρους των µετρήσεων: 

 

x = + + + + + + + + + =
1

10
47 2 47 5 47 3 47 7 47 6 47 4 47 5 47 8 47 3 47 4 47 47( , , , , , , , , , , ) ,  

y = + + + + + + + + + + + + =
1
13

47 7 47 2 47 3 47 9 47 5 47 1 47 4 47 8 47 3 47 9 47 47 6 47 8 47 5( , , , , , , , , , , , , ) ,  

 

 Θα βρούµε τις διασπορές s12 και s2
2 στη συνέχεια: 

 

s1
2 1

10 1
0 0729 0 0009 0 0289 0 0529 0 0169 0 0049 0 0009 0 1089

0 0289 0 0049 0 321 9 0 0356 0 036

=
−

+ + + + + + + +

+ + = = =

( , , , , , , , ,

, , ) , / , ,
 

s2
2 1

13 1
0 04 0 09 0 04 0 16 0 0 16 0 01 0 09 0 04 0 16 0 25 0 01

0 09 114 12 0 095

=
−

+ + + + + + + + + + + +

+ = =

( , , , , , , , , , , ,

, ) , / ,
 

 

 Για να βρούµε το s έχουµε: 

 

s
n s n s

n n
2 1 1

2
2 2

2

1 2

1 1
2

9 0 036 12 0 095
10 13 2

1 464
21

0 0697=
− + −

+ −
=

+
+ −

= =
( ) ( ) * , * , ,

,  

 

⇒  s2=0,0697 ⇒  s=0,26 οπότε αντικαθιστούµε στον τύπο και έχουµε: 

 

x y s t
n nn n a− ± + = − ± + = −+ −* , , , * , ( ,, /1 2 2 2

1 2

1 1
47 47 47 50 0 26 2 831

1
10

1
13

0 33   ,    0,27)  
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αφού t 21,0.005 = 2,831 ( P=0,995 και ν=21 βαθµοί ελευθερίας). 

 

3.7 ∆.Ε. για τη διασπορά σ2 

 

( )
,
( )

, / , /

n s
X

n s
Xn a n a

− −









− − −

1 12

1 2
2

2

1 1 2
2  

 

 Σηµειώνεται ότι αν ένα πρόβληµα µας ζητά να βρούµε διάστηµα εµπιστοσύνης για 

την τυπική απόκλιση, εµείς θα βρίσκουµε δ.ε. για τη διασπορά και στα άκρα του 

διαστήµατος που θα βρίσκουµε θα βάζουµε τετραγωνικές ρίζες. Για παράδειγµα αν προκύψει 

διάστηµα εµπιστοσύνης (16,25) για τη διασπορά, θα είναι (4,5) για την τυπική απόκλιση. 

 

3.8 ∆.Ε. για το λόγο σ12/σ2
2 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δυο κανονικούς πληθυσµούς Ν(µ1,σ12) και Ν(µ2,σ2
2). Τότε 

το διάστηµα εµπιστοσύνης για το λόγο των διασπορών τους θα δίνεται από το τύπο: 

 

s
s F

s
s Fn n a n n a

1
2

2
2

1 1 2 1 2

1
2

2
2

2 1 1 1 1 2

1 1

− − − − −











, , / , , /
,  

 

 Παρατήρηση: για τα ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής F του Snedecor θα ισχύει η 

παρακάτω βασική ιδιότητα: 

1

1 1 2 1 2
2 1 1 1 1 2F

F
n n a

n n a
− −

− − −=
, , /

, , /  

 

3.9 Εξαρτηµένα δείγµατα 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε Χ~Ν(µ1,σ12) τυχαίο δείγµα µεγέθους ν και Υ~Ν(µ2,σ2
2) 

τυχαίο δείγµα επίσης µεγέθους ν. Οι παρατηρήσεις Χ και Υ συνδέονται µεταξύ τους µε 

κάποια σχέση (δεν είναι δηλαδή ανεξάρτητες). 

  

 Τότε θα ισχύει για το διάστηµα εµπιστοσύνης: 
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z
S

n
tZ

n a± −1, 2/  

 

όπου z z x yi i i= = −∑1
ν

    , z i . Σηµειώνεται επίσης ότι SZ θα είναι η τυπική απόκλιση του Ζ. 

 

 Παράδειγµα: ∆έκα µεταλλικοί σωλήνες µε αντιδιαβρωτικό επίστρωµα Α τέθηκαν ανά 

ζεύγη µε άλλους δέκα µε αντιδιαβρωτικό επίστρωµα Β µέσα στο έδαφος, στο ίδιο βάθος και 

για το ίδιο χρονικό διάστηµα. Ο βαθµός διάβρωσης που υπέστη κάθε σωλήνας εκφράστηκε 

από το µέγιστο βάθος που προχώρησε η διάβρωση. Με βάση τα παρακάτω δεδοµένα να 

κατασκευαστεί ένα 0,90-δ.ε. της µέσης διαφοράς διαβρώσεων µΧ-µΥ µεταξύ σωλήνων µε 

αντιδιαβρωτικό επίστρωµα Α και σωλήνων µε αντιδιαβρωτικό επίστρωµα Β. 

 

Α 47 52 55 76 57 58 39 54 46 71 

Β 45 42 46 69 58 54 40 46 42 53 

∆ιαφορά 2 10 9 7 -1 4 -1 11 4 18 

 

 Αρχικά θα βρούµε τη γραµµή �διαφορά� zi=xi-yi και κατόπιν το µέσο όρο των Ζ και τη 

διασπορά. Έχουµε: 

 

z = + + + − + − + + + =
1

10
2 10 9 7 1 4 1 11 4 18 6 3( ) ,  

sz
2 1

10 1
18 49 13 69 7 29 0 49 53 29 5 29 53 29 22 09 5 29 136 89 35 12=

−
+ + + + + + + + + =( , , , , , , , , , , ) ,

 

άρα sz=5,93 και t9,0.05=1,833 (δ.ε. 90%=0,90 ⇒  1-α=0,90 ⇒  α=0,1 ⇒  α/2 = 0,05). Άρα µε 

απλή αντικατάσταση παίρνουµε: 

 

6 3
5 93

10
1 833 6 3 3 4 2 9,

,
, , , ( ,± = ± =    ,    9,7)  

 

 Παρατήρηση: Επειδή η τιµή 0 δεν περιέχεται στο παραπάνω δ.ε. µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι τα δυο επιστρώµατα δεν έχουν την ίδια αντιδιαβρωτική ικανότητα. Αν την 

είχαν τότε µ1=µ2 ⇒  µ1-µ2 =0 ⇒  0 ανήκει στο δ.ε. άτοπο. Επιπλέον επειδή z x y= − = >6 3 0,  

είναι φανερό ότι το αντιδιαβρωτικό Β είναι καλύτερο του Α. 
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3.10 ∆.Ε. για την αναλογία ρ (∆ιωνυµική Κατανοµή) 

 

 Η διωνυµική κατανοµή θα µας απασχολήσει εκτός από την κανονική που είδαµε µέχρι 

τώρα, στην εύρεση διαστηµάτων εµπιστοσύνης. Απαραίτητη προϋπόθεση είναι η ύπαρξη 

σχετικά µεγάλων πληθυσµών (ν>30). Η πιθανότητα ρ θα δίνεται από το λόγο x/ν όπου ν το 

µέγεθος του πληθυσµού. Τέλος θα χρησιµοποιούµε τον παρακάτω τύπο: 

 

$
$( $)

/p Z
p p

a±
−

2

1
ν  

 

3.11 ∆.Ε. για τη διαφορά ρ1-ρ2 δυο αναλογιών 

 

 Αυτή θα δίδεται εκ του τύπου: 

 

$ $
$ ( $ ) $ ( $ )

/p p Z
p p p p

a1 2 2
1 1

1

2 2

2

1 1
− ±

−
+

−
ν ν

 

 

 Απαραίτητη προϋπόθεση είναι να έχουµε σχετικά µεγάλα δείγµατα, ήτοι ν1,ν2 >30. 

 

 Παράδειγµα: Κατά τον έλεγχο ποιότητας στα προϊόντα µιας µηχανής βρέθηκαν 3 

ελαττωµατικά σε τυχαίο δείγµα µεγέθους ν=30 αντικειµένων. Να βρεθεί ένα διάστηµα 

εµπιστοσύνης µε σιγουριά 90% του ποσοστού ρ των ελαττωµατικών προϊόντων της 

µηχανής. 

 

 Είµαστε στο όριο του ν>30 για την εφαρµογή του τύπου. Η πιθανότητα $p  όπως 

αναφέρθηκε πριν θα είναι ίση µε $ ,p
x

= = =
ν

3
30

0 1 . Επίσης σιγουριά 90% ⇒  δ.ε. 90%=0,90 

άρα 1-α=0,90 ⇒  α=0,10 ⇒  α/2 = 0,05 και εποµένως Ζ0,05 = 1,64 (γιατί πήγαµε στο 0,94950 

που αντιστοιχεί στην 1,6 κατακόρυφη στήλη και 0,04 οριζόντια άρα 1,6+0,04=1,64). Με 

απλή αντικατάσταση παίρνουµε: 

 

0 1 1 64
0 1 1 0 1

30
0 1 0 09 0 01 0 19, ,

, ( , )
, , ( , , )±

−
= ± =  ,   . 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Άσκηση 3.1 

 

Έχω ένα δείγµα ν=36 χαλύβδινων ράβδων µε x = 379 2,  και s=124. Να βρεθεί 95% 

διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή Ν του πληθυσµού των ράβδων. 

 

 Λύση: 

 

 Παρατηρούµε ότι ν>30 και σ2 άγνωστο. Εποµένως θα γίνει χρήση του τύπου: 

 

x
s
n

tn a± −1 2, /  

 

 Θα έχουµε διαδοχικά: δ.ε.=95%=0,95 ⇒  1-α = 0,95 ⇒  α=0,05 ⇒  t 35,α/2 = t35, 0,025 

(1) Αρκεί να βρούµε την τιµή του t. Αυτή την παίρνουµε έτοιµη. Ανατρέχοµε στους πίνακες 

της κατανοµής t του Student και επειδή δεν υπάρχει για ν=35 βαθµούς ελευθερίας τιµή του 

t, θα πάµε κάπου στη µέση (30 - 40) όπου και θα είναι t=2,03 (περίπου). Εποµένως µε 

αντικατάσταση στον τύπο του πλαισίου έχουµε: 

 

x
s
n

tn a± = ± = ± =, / , , , , ( , , )2 379 2
124

36
2 03 379 2 41 95 337 25 42115 ,   το ζητούµενο δ.ε. 

 

 Παρατήρηση: Αν υποθέσουµε ότι η διασπορά ήταν γνωστή και θέλαµε να έχουµε 

99% σιγουριά, τότε θα παίρναµε διαδοχικά:  Ζ=99%=0,99 ⇒  1-α=0,99 ⇒  α=0,01 ⇒  Ζ α/2 = 

Ζ 0,005 (1). Όµως από τους πίνακες της κανονικής κατανοµής Φ(Ζ) παίρνουµε Ζ1=2,5 και 

Ζ2=0,08 άρα Ζ=Ζ1+Ζ2 = 2,5+0,08 = 2,58. (Σηµειώνεται ότι θέλαµε Φ(Ζ)=1-0,005 = 0,99500 

και πήγαµε στο Φ(Ζ)=0,99506). Άρα θα παίρναµε διάστηµα εµπιστοσύνης (325,88 , 432,52). 

Όσο δηλαδή αυξάνεται η σιγουριά, τόσο ευρύτερο διάστηµα απαιτείται. 

 

Άσκηση 3.2 

 

Μετρώ την αντοχή χαλύβδινων ράβδων και παίρνω τα παρακάτω: 
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173 166 168 166 169 166 173 170 170 173 

166 161 166 170 168 158 173 166 165 165 

 

 Υποθέτω ότι ο πληθυσµός είναι κανονικός Ν(µ,σ2). Βρείτε διάστηµα εµπιστοσύνης 

95% για τη µέση αντοχή. 

 

 Λύση: 

 

 Καταρχήν έχω 20 ράβδους και µέση αντοχή x X i= =∑1
20

167 60, . 

 

 Το δε s2 θα υπολογιστεί από τον παρακάτω τύπο: 

 

s X
X

s X
x

s si
i

i
i

i
i

2 2

1

20
1

20 2

2 2

1

20 2
21

20 1 20
1

19 20
15 84 3 98=

−
−







⇒ = − ⇒ = ⇒ =
=

=

=
∑

∑
∑ , ,  

 

 Τώρα µπορούµε πλέον να εφαρµόσουµε τον τύπο που θα µας δώσει το διάστηµα 

εµπιστοσύνης: 

 

x
s
n

t± = ± = ± ⇒19 0 025 167 60
3 98

20
2 093 167 60 1 86 165 74 169 46, . ,

,
, , , ( , , ) ,   

 

 Παρατήρηση: Την τιµή του t την υπολογίσαµε από τον πίνακα που µας παρέχει τα 

ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής t του Student. Πήγαµε στην κατακόρυφη στήλη στο 

ν=20-1= 19 και στην οριζόντια στο Ρ=1-0,025=0,975 και άρα t 19,0,025 = 2,093. 

 

Άσκηση 3.3 

 

∆ίνονται οι τιµές των αντοχών που ελήφθησαν για 8 χαλύβδινες ράβδους. 

 

520 520 530 518 522 525 527 519 

 

 Να βρείτε διάστηµα εµπιστοσύνης 95% για το σ. 



 35 

 

 Λύση: 

 

 Πρέπει να προσέξουµε ότι ζητάει δ.ε. για το σ και όχι για τη διασπορά σ2. Άρα αφού 

βρούµε τα άκρα του διαστήµατος για τη διασπορά, θα χρησιµοποιήσουµε την τετραγωνική 

ρίζα για να βρούµε τα άκρα του διαστήµατος για το σ. 

 

 Έχουµε ν=20 και προφανώς µπορούµε εύκολα να υπολογίσοµε το s. 

 

x = + + + + + + + =
1
8

520 520 530 518 522 525 527 519 522 625( ) ,  

s x xi
i

2 2

1

81
8 1

1
7

=
−

− =
=
∑ ( ) (13,78+54,39+21,39+0,39+5,64+4,38+13,14)=16,16⇒ s=4,02 

 

 Τώρα παίρνουµε: 
(8 ) ,

,
,
(8 ) ,

,
( , , )

− −





 =

1 4 02
16 01

1 4 02
1 690

7 07
2 2

  66,94  για το σ2 και άρα το 

ζητούµενο διάστηµα για το σ θα είναι το (2,66 , 8,18).  

 

 Παρατήρηση: Τα ζητούµενα Χ2
7,0.025  και Χ2

7,0.975
 υπολογίστηκαν από τον πίνακα που 

µας παρέχει τα ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής Χ2. Για παράδειγµα για το πρώτο στην 

κατακόρυφη στήλη πήγαµε στο ν-1=8-1=7 και στην  οριζόντια στο 0,025 άρα πήραµε 1,690. 

Εντελώς ανάλογα προέκυψε η τιµή 16,01 για το δεύτερο. 

 

Άσκηση 3.4 

 

Χαλύβδινες ράβδοι παράγονται από εργοστάσια Α και Β. Οι πληθυσµοί θεωρούνται 

κανονικοί. Μετράµε την αντοχή δείγµατος ν1=45 και ν2=50. 

 

 Α:  Ν(µ1,σ12)  ν1=45,    x =76,8 και s1=7,2 

 Β:  Ν(µ2,σ2
2)   ν2=50,    y =80,8 και s2=7,0. 

 

 Να βρείτε διάστηµα εµπιστοσύνης 98% για τη διαφορά µ1-µ2 των µέσων τιµών των 

δυο παραπάνω πληθυσµών. 

 

 Λύση: 
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 Έχουµε δε 98% ⇒  Ζ=98%=0,98 ⇒  1-α=0,98 ⇒  α=0,02 ⇒  Ζα/2 = Ζ0,01 = 2,33 

(Ζ1=2,3 και Ζ2=0,03 πήγαµε δε στο 0,99010 ≈ 0,99). Εποµένως θα έχουµε: 

 

x y Z
s s

− ± + = − ± + = − ± = −0 01
1
2

1

2
2

2

2 2

76 8 80 8 2 33
7 2
45

7
50

4 3 4 7 4, , , ,
,

, ( ,
ν ν

 ,  - 0,6) , 

και γράφουµε -7,4 ≤ µ1-µ2 ≤ -0,6. 

 

Άσκηση 3.5 

 

∆ίνονται τα δυο παρακάτω δείγµατα κανονικών πληθυσµών. Ζητείται να βρείτε 

διάστηµα εµπιστοσύνης 98% για τη διαφορά των µέσων τιµών των δυο πληθυσµών. 

 

∆είγµα 1ο 44 44 56 46 47 38 58 53 49 35 46 30 41 

∆είγµα 2ο 35 47 55 29 40 39 32 41 42 57 51 39  

 

 Λύση: 

 

 Είναι προφανώς ν1=13, x =45,15 και s12=64 για το πρώτο δείγµα. Αντίστοιχα για το 

δεύτερο δείγµα θα είναι ν2=12,  y =42,45 και s2
2=76,4. Θα βρούµε εν συνεχεία το s2 από το 

γνωστό από τη θεωρία τύπο: 

 

s
s s2 1 1

2
2 2

2

1 2

1 1
2

12 64 11 76 4
12 13 2

8 36=
− + −

+ −
=

+
+ −

=
( ) ( ) * * ,

,
ν ν

ν ν
 

 

 Επίσης από τον πίνακα t του Student παίρνουµε για δε=98% =0,98 ⇒  1-α=0,98 ⇒  

α=0,02 ⇒  α/2=0,01 άρα t 23,0.01=2,518 (γιατί ν1+ν2-2=13+12-2=23). 

 

 Τελικά προκύπτει (-5,47 , 11,27). Μια σηµαντική παρατήρηση που µπορούµε να 

κάνουµε εδώ, είναι ότι το µηδέν εµπεριέχεται στο διάστηµα εµπιστοσύνης. Άρα δε χρειάζεται 

να πάρουµε και άλλες µετρήσεις. 
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Άσκηση 3.6 

 

Μετρήθηκε η θερµοκρασία των δυο µπροστινών τροχών ενός αυτοκινήτου: 

 

71 87 104 107 60 65 75 96 84 107 90 84 93 88 85 92 74 

80 84 75 82 69 74 70 60 64 68 71 90 76 68 67 80 98 

 

 Να βρεθεί ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 99% για τη διαφορά µ1-µ2 των µέσων τιµών 

των πληθυσµών. Οι πληθυσµοί θεωρούνται κανονικοί. 

 

 Λύση: 

 

 Επειδή τα µεγέθη που µετρήθηκαν αφορούν τροχούς του ιδίου αυτοκινήτου, έπεται 

ότι έχουµε να κάνουµε µε εξαρτηµένα µεγέθη. Άρα τους δυο πληθυσµούς θα τους τρέψω σε 

έναν, το κάθε στοιχείο του οποίου θα προκύπτει από τη διαφορά του πρώτου από το 

δεύτερο ήτοι Ζκ=Χκ-Υκ για το τυχόν κ-στοιχείο του πληθυσµού που θα προκύψει. 

 

-9 3 29 25 -9 -9 5 36 20 39 19 -6 17 20 21 12 -24 

 

 Οπότε και προκύπτει για τον πληθυσµό αυτό z = 1112,   (ν=17) και sz=17,17. Επίσης 

έχουµε διαδοχικά δε 99%=0,99 ⇒  1-α=0,99 ⇒  α=0,01 ⇒  tν-1,α/2 = t 16,0.005 = 2,921. Με 

απλή τώρα εφαρµογή του τύπου από τη θεωρία λαµβάνουµε: 

 

z
S

n
tZ

n a± = ± = ± =−1 2 1112
17 17

17
2 921 1112 12 16, / ,

,
, , , (-1,04 , 23,28) 

 

 Παρατηρούµε ότι το µηδέν περιέχεται στο άνω διάστηµα, που σηµαίνει ότι δε 

χρειάζεται να πάρουµε άλλες µετρήσεις. Αν όµως είχαµε για παράδειγµα δ.ε. 95% τότε θα 

παίρναµε από τους πίνακες t του Student t16,0.025=2,120 και το νέο διάστηµα εµπιστοσύνης 

θα ήταν το (2,29 , 19,95). Βλέπουµε ότι το µηδέν δεν περιέχεται στο διάστηµα αυτό και άρα 

θα πρέπει να πάρουµε επιπρόσθετες µετρήσεις. 

 

 Παρατήρηση 1η: Η εύρεσις διαστήµατος εµπιστοσύνης τέτοιων πληθυσµών 

ονοµάζεται δ.ε. διαφοράς µ1-µ2 συσχετισµένων πληθυσµών. 
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 Παρατήρηση 2η: Εν γένει είναι χρήσιµο να κοιτάµε αν στο εκάστοτε δ.ε. της 

διαφοράς µ1-µ2 περιέχεται το µηδέν. Αν περιέχεται µπορούµε να συµπεράνοµε ότι κατά µέσο 

όρο οι δυο αναλυτές (ή οι µετρήσεις για τους δυο πληθυσµούς) δε διαφέρουν στις αναλύσεις 

των. Έτσι τα δ.ε. δίνουν κατά τρόπο απλό, αλλά και ατελή, απάντηση στο πρόβληµα 

ελέγχου στατιστικών υποθέσεων (ένα από τα πλέον σύνθετα προβλήµατα της στατιστικής) 

µε το οποίο θα ασχοληθούµε στο επόµενο κεφάλαιο. 

 

Άσκηση 3.7 

 

Μετρήθηκε η διάρκεια ζωής ολοκληρωµένου κυκλώµατος κάτω από δυο δυναµικά V1 

και V2. Είναι n1=10, s12=0,51 και n2=10, s2
2=0,20. Οι πληθυσµοί θεωρούνται κανονικοί. Να 

βρεθεί διάστηµα εµπιστοσύνης 90% για το λόγο σ12/σ2
2 των διασπορών των πληθυσµών. 

Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι διασπορές των πληθυσµών είναι ίσες; 

 

 Λύση: 

 

 Για την εύρεση του δ.ε. θα χρησιµοποιήσουµε τον παρακάτω τύπο: 

S
S F

S
S Fn n a n n a

1
2

2
2

1 1 2

1
2

2
2

1 1 2

1 1

1 2 1 2− − − −











, , / , , /

,  

 

 όπου το Fn1-1,n2-1,a/2 θα το πάρουµε από τον πίνακα F που δίνει τα ποσοστιαία 

σηµεία της κατανοµής F του Snedecor. Έχουµε δε 90%=0,90 ⇒  1-α=0,90 ⇒  α=0,1 ⇒  

α/2=0,05 άρα F9,9,0.05 = 3,18. Σηµειώνεται ότι πήγαµε στον πίνακα P=1-0,05=0,95.  

 

 Παρατήρηση: Είναι χρήσιµο να γνωρίζουµε πως επειδή οι µόνοι πίνακες F που 

δίδονται είναι για P=0,95 και P=0,99 , είναι πρόδηλο πως τα µόνα δ.ε. που µπορούν να 

ζητηθούν για το λόγο των διασπορών δυο κανονικών πληθυσµών είναι 90% και 98%. 

 

 Θα λάβουµε τότε:  (0,80 , 8,11). Η απάντηση στο ερώτηµα που τίθεται είναι ναι, 

καθόσον το 1 περιλαµβάνεται στο διάστηµα εµπιστοσύνης. 

 

 Παρατήρηση: Ενώ πριν είπαµε για τη διαφορά µ1-µ2 ότι αν περιέχεται το µηδέν οι 

µέσες τιµές είναι ίσες, εδώ ζητάµε να περιέχεται η µονάδα για να πούµε ότι οι διασπορές 
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είναι ίσες. Αυτό προκύπτει ως εξής: µ1=µ2 ⇒  µ1-µ2 =0 ⇒  το 0 περιλαµβάνεται στο δ.ε. και 

αντίστοιχα σ12 = σ2
2 ⇒  σ12/σ2

2=1 ⇒  το 1 περιλαµβάνεται στο δ.ε. 

 

Άσκηση 3.8 

 

Σε 500 άτοµα υπάρχουν 41 άνεργοι. Βρείτε διάστηµα εµπιστοσύνης 95% για την 

αναλογία p της διωνυµικής κατανοµής. 

 

 Λύση: 

 

 Έχουµε δ.ε. 95%=0,95 ⇒  1-α = 0,95 ⇒  α=0,05 ⇒  α/2=0,025. Άρα Ζ0,025 = 1,96 

(Ζ1=1,9 και Ζ2=0,06 - πήγαµε στο 1-0,025=0,97500 στον πίνακα κανονικής κατανοµής 

Φ(Ζ)). Θα έχουµε επίσης $ / ,p = =41 500 0 082  και ν=500 άρα θα πάρουµε: 

 

$
$( $)

, ,
, ( , )

, , ( , , )/p Z
p p

na±
−

= ±
−

= ± =2

1
0 082 1 96

0 082 1 0 082
500

0 082 0 024 0 058 0 106 ,   

 

 Παρατήρηση: Για να εφαρµόσουµε τον παραπάνω τύπο πρέπει απαραίτητα το 

µέγεθος ν του δείγµατος να είναι µεγαλύτερο του 30 (ν>30), κάτι που ασφαλώς συµβαίνει 

στην περίπτωση αυτή που εξετάσαµε. 

 

Άσκηση 3.9 

 

Σε πλήθος 400 ανδρών έχοµε 280 ανάπηρους, ενώ σε πλήθος 600 γυναικών έχοµε 

455 ανάπηρες. Βρείτε διάστηµα εµπιστοσύνης 95% για τη διαφορά ρ1-ρ2. 
 

 Λύση: 

 Κατά τα γνωστά θα είναι: $ ,p1

280
400

0 7= =   και $ ,p2

455
600

0 758= = . Επίσης είναι 

προφανές ότι δ.ε. 95%=0,95 ⇒  1-α=0,95 ⇒  α=0,05 ⇒  α/2=0,025 ⇒  Ζ0,025 = 1,96. 

Εποµένως θα πάρουµε: 

$ $
$ ( $ ) $ ( $ )

, , ,
, ( , ) , ( , )

, , ( , , )

/p p Z
p p

n
p p

na1 2 2
1 1

1

2 2

2

1 1
0 7 0 758 1 96

0 7 1 0 7
400

0 758 1 0 758
600

0 058 0 0565 0 1145 0 0015

− ±
−

+
−

= − ±
−

+
−

=

= − ± = − − ,  
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 Παρατήρηση: Είναι σαφές ότι το µηδέν δεν ανήκει στο παραπάνω διάστηµα 

εµπιστοσύνης. Έτσι, και σύµφωνα µε τα όλα ελέχθησαν παραπάνω, δε µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι ρ1=ρ2 ⇒  ρ1-ρ2=0. ∆ηλαδή δε µπορούµε να πούµε ότι οι αναλογίες ρ των 

διωνυµικών κατανοµών είναι ίσες. Παρόλα αυτά η κατάσταση είναι οριακή επειδή είµαστε 

πολύ κοντά στο µηδέν. Έτσι για δ.ε. 99% θα έπαιρνα Ζ0,005=1,98 ⇒  (-0,1320 , 0,0160) το 

αντίστοιχο δ.ε. οπότε και θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι ρ1=ρ2. 
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Κεφάλαιο 4ο: Έλεγχοι Στατιστικών Υποθέσεων 
 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

4.1 Εισαγωγή 

 

 Ονοµάζουµε στατιστική υπόθεση κάθε υπόθεση που αφορά την κατανοµή µιας 

τυχαίας µεταβλητής Χ. Συγκεκριµένα η υπόθεση συµβολιζόµενη µε Η δύναται να αφορά (α) 

την παράµετρο θ της συνάρτησης πυκνότητας p(x|θ) µε p γνωστή συναρτησιακή µορφή , 

(β) τη συναρτησιακή µορφή αυτή καθ� αυτή της συνάρτησης πυκνότητας p. 

  

4.2 Έλεγχοι Στατιστικών Υποθέσεων 

 

 Θα ορίζουµε την αρχική ή µηδενική υπόθεση Η0 και έπειτα την εναλλακτική υπόθεση 

Η1. Θα κάνουµε τον έλεγχο (test) αφού προηγούµενα ορίσουµε την απορριπτική περιοχή R 

της υπόθεσης Η0. Αν ο έλεγχος πέσει εντός της απορριπτικής περιοχής R τότε θα δεχόµαστε 

την Η1 και θα απορρίπτουµε την Η0. Τα αντίθετα θα συµβούν στην περίπτωση που ο έλεγχος 

δώσει αποτέλεσµα εκτός της απορριπτικής περιοχής R οπότε και θα δεχόµαστε την αρχική 

υπόθεση Η0. 

 

 Σφάλµα τύπου 1: θα ονοµάζεται το σφάλµα να απορρίψουµε την Η0 ενώ αυτή είναι 

σωστή. (πιθανότητα α) 

 Σφάλµα τύπου 2: θα ονοµάζεται το σφάλµα να δεχτούµε την Η0 ενώ αυτή είναι 

λανθασµένη. (πιθανότητα β)  

 Ισχύ του ελέγχου θα ονοµάζουµε την ποσότητα π=1-β. 

 

 Οι έλεγχοι των στατιστικών υποθέσεων προφανώς θα εξαρτώνται από το τι 

παράµετρο θέλοµε να ελέγξοµε. Αφού ορίσουµε τις Η0 και Η1 θα εφαρµόζουµε τον τύπο και 

ότι προκύψει θα κοιτάµε αν είναι εντός της απορριπτικής περιοχής. Αν είναι, σωστή είναι η 

υπόθεση Η1 , αν όχι δεχόµαστε την αρχική υπόθεση Η0. 
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4.3 Έλεγχος για το µ Ν(µ,σ2) 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα κανονικό πληθυσµό Ν(µ,σ2). Θέλουµε να ελέγξουµε 

αν η αρχική υπόθεση Η0: µ=10 είναι ορθή. Εναλλακτικά λέµε πχ Η1: µ>10. Έχει αποδειχτεί 

ότι η στατιστική συνάρτηση που µας επιτρέπει κάτι τέτοιο εξαρτάται από το αν γνωρίζουµε 

τη διασπορά σ2 ή όχι. Επίσης αν δεν τη γνωρίζουµε, εξαρτάται από το αν το δείγµα (πλήθος 

n) είναι µεγάλο ή όχι. Εποµένως πρέπει να διακρίνοµε τρεις ξεχωριστές περιπτώσεις. Αυτές 

τις περιπτώσεις µας τις δίνει ο παρακάτω πίνακας: 

 

 

H0   µ1=µ0 

Η1   µ1>µ0 

Η0  µ1=µ0 

Η1  µ1<µ0 

Η0   µ=µ0 

Η1   µ≠≠≠≠µ0 

Στατιστικό Test 

R={ z > z α } R={z < -z α) R={ |z| > z α/2} 
z

x
n=

− µ
σ

0 ,   σ2  γνωστό 

R={ z > z α } R={z < -z α) R={ |z| > z α/2} 
z

x
s

n=
− µ0 ,   σ2 άγνωστο, n≥30 

R={ t>tn-1,α} R={t<-tn-1,α} R={|t|>tn-1,α/2} 
t

x
s

n=
− µ0 ,   σ2 άγνωστο, n<30 

 

 Λόγω της εκφώνησης είναι σαφές ότι αναφερόµαστε στην πρώτη στήλη του πίνακα. 

Η διασπορά δίνεται Ν(µ,σ2) και εποµένως είµαστε και στην πρώτη γραµµή. Θα εφαρµόσουµε 

τον τύπο z
x

n=
− µ
σ

0  και αν είµαστε εντός της απορριπτικής περιοχής όπως αυτή δίνεται 

στην πρώτη στήλη - πρώτη γραµµή του πίνακα, τότε απορρίπτουµε την Η0 αλλιώς τη 

δεχόµαστε. 

 

 Παράδειγµα: Μηχανή ρυθµίζεται έτσι ώστε να παράγει προϊόντα πάχους 15mm. Για 

τον έλεγχο της λειτουργίας της µηχανής, τυχαίο δείγµα µεγέθους n=9, εξετάστηκε και έδωσε 

µέσο όρο x =15,1mm και τυπική απόκλιση s=0,3mm. Να ελεγχθεί αν η µηχανή χρειάζεται 

ρύθµιση ή όχι σε στάθµη σηµαντικότητας 0,01. 

 

 Προφανώς έχουµε να ελέγξουµε τη µέση τιµή µ. Η µηχανή δε θα χρειάζεται ρύθµιση 

αν πράγµατι έχουµε µέσο όρο µ=15mm ενώ θα χρειάζεται σε κάθε άλλη περίπτωση. Άρα αν 

πούµε Η0: µ=15 και εναλλακτικά Η1: µ≠15 προφανώς πάµε στην τρίτη στήλη. Η διασπορά σ2 

δεν είναι γνωστή (δεν πρέπει να συγχέεται µε τη s) άρα είµαστε ή στη δεύτερη ή στην τρίτη 
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γραµµή. Επειδή όµως το µέγεθος του πληθυσµού είναι 9, προκύπτει ότι n=9<30 και άρα 

είµαστε στην τρίτη γραµµή. Εφαρµόζουµε τον τύπο:  

 

t
x

s
n=

−
=

−
=

µ0 15 1 15
0 3

9 1
,

,
 και από τον πίνακα t του Student για 8 βαθµούς 

ελευθερίας και Ρ=1-0,005=0,995 παίρνουµε t8,0.005=3,355. Ελέγχουµε αν ισχύει R={|t|>tn-

1,α/2}. Αν πράγµατι t=1>3,355=t8,0.005 τότε απορρίπτεται. Αλλά αυτό δε συµβαίνει, εποµένως 

η µηχανή δε θέλει ρύθµιση. Σηµειώνεται ότι µπήκε απόλυτο στον προηγούµενο τύπο, γιατί 

είχαµε απόλυτο και στην απορριπτική περιοχή R. Θα µπορούσαµε να µην είχαµε βάλει 

απόλυτο, υπό την προϋπόθεση ότι θα σπάγαµε το απόλυτο της απορριπτικής περιοχής και 

θα κάναµε δυο συγκρίσεις. 

 

 

4.4 Έλεγχος για τη διασπορά σ2 Ν(µ,σ2) 

 

 Και αυτός ο έλεγχος αναφέρεται για κανονικούς πληθυσµούς. Οµοίως µε όσα 

αναφέραµε παραπάνω, έχει αποδειχτεί ότι για να ελέγξουµε τη διασπορά πρέπει να κάνουµε 

τον έλεγχο όπως αυτός δίνεται από τον παρακάτω πίνακα: 

 

 

Η0:    σ2=σ0
2 

Η1:    σ2>σ0
2 

Η0:   σ2=σ0
2 

Η1:   σ2<σ0
2 

Η0:   σ2=σ0
2 

Η1:   σ2≠≠≠≠σ0
2 

Στατιστικό 

Test 

R={X2>X2
n-1,α } R={X2<X2

n-1,α} R={X2 > X2
n-1,a/2} ή 

R={X2 < X2
n-1,1-a/2} 

X
n s2

2

0
2

1
=

−( )
σ

 

 

 

4.5 Έλεγχος για τη διαφορά µ1-µ2 κανονικών πληθυσµών 

 

 

Η0:  µ1-µ2=δ 

Η1:  µ1-µ2<δ 

Η0:  µ1-µ2=δ 

Η1:  µ1-µ2≠≠≠≠δ 

Η0:  µ1-µ2=δ 

Η1:  µ1-µ2>δ 

Στατιστικό Test 

R={ z < -z α } R={ |z| > z α/2} R={ z > z α} x y

n n

− −

+

δ
σ σ1

2
2
2

,   σ12,σ2
2 γνωστά 
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R={ z < -z α } R={ |z| > z α/2} R={ z > z α} x y
s
n

s
n

− −

+

δ

1
2

2
2

,σ12,σ2
2 άγνωστα,n,m≥30 

R={t<-tn+m-2,α} R={|t|>tn+m-2,α/2} R={t>tn+m-2,α/2} x y
s
n

s
n

− −

+

δ

1
2

2
2

,σ12,σ2
2 άγνωστα,n,m<30 

 

 Παράδειγµα: ∆υο µηχανές συσκευάζουν προϊόν σε πακέτα των 500gr. Τυχαία 

δείγµατα µεγέθους n1=40 και n2=60 πακέτων από τις µηχανές αυτές έδωσαν x1 =496gr , 

s1=6gr και x gr2 502= , s2=8gr. Να ελεγχθεί αν οι µηχανές διαφέρουν ως προς το µέσο 

βάρος συσκευασίας του προϊόντος σε στάθµη σηµαντικότητας 0,01. 

 

 Μια σηµαντική παρατήρηση που πρέπει να κάνουµε είναι ότι αν µηδενίσουµε στον 

παραπάνω πίνακα το δ, θα έχουµε έλεγχο ως προς την ισότητα ή όχι των µ1,µ2 γιατί όταν 

Η0: µ1-µ2=δ ⇒  Η0: µ1-µ2=0 ⇒  Η0: µ1=µ2 κοκ. Εποµένως επειδή εµείς θέλουµε να δούµε αν 

διαφέρουν οι δυο µηχανές ως προς το µέσο βάρος (άρα και θα συγκρίνουµε τις µέσες τιµές 

µ1,µ2) θα πρέπει να θέσουµε στον παραπάνω πίνακα δ=0. 

 

 ∆ε γνωρίζουµε τις διασπορές και τα δείγµατα είναι µεγαλύτερα από 30. Εποµένως αν 

εµείς θέσουµε την αρχική υπόθεση Η0: µ1=µ2 και την εναλλακτική Η1: µ1≠µ2 θα είµαστε στη 

δεύτερη στήλη, δεύτερη γραµµή. Εφαρµόζουµε το στατιστικό test: 

 

|z| = 
x x

s
n

s
n

1 2

1
2

1

2
2

2

496 502 0
36
40

64
60

6
1 402

4 278
− −

+

=
− −

+
= =

δ
,

, . Σηµειώνεται ότι στον αριθµητή βάλαµε 

απόλυτο, καθόσον η απορριπτική περιοχή έχει |z|. Από τον πίνακα της κανονικής κατανοµής 

για α/2=0,005 παίρνουµε Ζα/2 = 2,58 (κατακόρυφη 2,5 και οριζόντια στήλη 0,08 δίνουν 

Ζ=0,99506 περίπου ίσο µε 0,995). Επειδή |z| =4,278 > 2,58 = Zα/2, η υπόθεση Η0 

απορρίπτεται και εποµένως οι µηχανές δίνουν διαφορετικό µέσο βάρος συσκευασίας 

προϊόντος. 

 

 Παράδειγµα: Οι αντιστάσεις δέκα τµηµάτων καλωδίου τύπου Α και δέκα τύπου Β 

µετρήθηκαν και προέκυψαν τα παρακάτω αποτελέσµατα: 
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Α 0,128 0,126 0,130 0,124 0,131 0,127 0,125 0,127 0,125 0,130 

Β 0,127 0,122 0,126 0,121 0,124 0,120 0,123 0,125 0,124 0,122 

 

 Υποθέτοντας ισότητας διασπορών, να ελεγχθεί η υπόθεση ισότητας των µέσων τιµών 

αντιστάσεως των καλωδίων τύπου Α και Β. 

 

 Εδώ έχουµε τον έλεγχο των υποθέσεων Η0: µ1=µ2 και Η1: µ1≠µ2 µε σ1=σ2=σ 

άγνωστο. Πρόκειται σαφώς για τη δεύτερη στήλη του παραπάνω πίνακα. Επειδή τα δείγµατα 

είναι µικρά και σαφώς µικρότερα του 30, έχουµε την τρίτη γραµµή. Επειδή υποθέσαµε 

ισότητα διασπορών, θα είναι και s1=s2=s όπου το s δίδεται εκ του τύπου: 

 

s
n s n s

n n
2 1 1

2
2 2

2

1 2

1 1
2

=
− + −

+ −
( ) ( )

 

 

 Όµως από τα δεδοµένα του προβλήµατος προκύπτουν: 

 

x = + + + + + + + + + =
1

10
0 128 0 126 0 130 0 124 0 131 0 127 0 125 0 127 0 125 0 130 0 127( , , , , , , , , , , ) ,  

 

y = + + + + + + + + + =
1

10
0 127 0 122 0 126 0 121 0 124 0 120 0 123 0 125 0 124 0 122 0 123( , , , , , , , , , , ) ,

 

S1
2 2 2 2 2 2 2 2 41

9
0 01 0 01 2 0 03 0 03 0 04 0 0 02 0 0 02 6 10= + − + + − + + + − + + − = −[( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ] *  

S2
2 2 2 2 2 2 2 2 41

9
0 04 2 0 01 0 03 0 02 2 0 01 0 03 0 0 02 5 10= + − + + − + + − + + = −[( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ] *  

 

άρα προκύπτει s2=5,5*10 -4
  εποµένως s=2,35*10 -2 οπότε και παίρνουµε: 

 

|t|=
x y− −

+
= =

−

0

2 35 10
1

10
1

10

0 04
0 0105

3 81
2, *

,
,

, . Όµως από τον πίνακα t της κατανοµής του 

Student για 10+10-2=18 βαθµούς ελευθερίας και Ρ=1-α=0,995 παίρνουµε t18,0.995=2,878 

που όµως σηµαίνει ότι αφού  

R={|t|>tn+m-2,α/2} 
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θα είναι |t|=3,81 > 2,878 = tn+m-2,α/2  και άρα η Η0 απορρίπτεται που σηµαίνει ότι οι µέσες 

τιµές αντίστασης των καλωδίων τύπου Α και Β δεν µπορούν να θεωρηθούν ίσες. 

 

 

4.6 Έλεγχος για την ισότητα διασπορών κανονικών πληθυσµών 

 

 

Η0: σ1=σ2 

Η1: σ1≠≠≠≠σ2 

Η0: σ1=σ2 

Η1: σ1>σ0 

Η0:  σ1=σ2 

Η1:  σ1<σ0 

Στατιστικό 

Test 

R={F>Fα/2,n1-1,n2-1 ή  

       F<F1-α/2,n1-1,n2-1 } 

R={F>Fα,n1-1,n2-1} R={F<F1-α,n1-1,n2-1} 
F

S
S

= 1
2

2
2  

 

 

 Παράδειγµα: Να γίνει έλεγχος ισότητας των διασπορών των πληθυσµών που είχαµε 

στο προηγούµενο παράδειγµα για τα καλώδια τύπου Α και Β, σε στάθµη σηµαντικότητας 

0,02. 

 

 Έχουµε να ελέγξουµε τις υποθέσεις Η0: σ1=σ2 και την εναλλακτική υπόθεση Η1: 

σ1≠σ2. Πρόκειται σαφώς για την πρώτη στήλη του παραπάνω πίνακα. Από τον πίνακα της 

κατανοµής F του Snedecor για α=0,02 ⇒  α/2=0,01 παίρνουµε F9,9,0.01=5,35 αφού Ρ=1-

α=0,99. ∆εν έχουµε όµως τον πίνακα για 1-α/2 = 0,99 ⇒  Ρ=0,01. Ισχύει όµως όπως είδαµε 

στο προηγούµενο κεφάλαιο ο τύπος: 

 

1

1 1 2 1 2
2 1 1 1 1 2F

F
n n a

n n a
− −

− − −=
, , /

, , /  

 

άρα F1-α/2,n1-1,n2-1=1/5,35=0,187. Από τον τύπο F
S
S

= 1
2

2
2  παίρνουµε F=6/5=1,2. Κοιτάµε να 

δούµε αν είµαστε εντός ή εκτός της απορριπτικής περιοχής. F= 1,2 < 5,35 = F9,9,0.01 (άρα 

εκτός απορριπτικής περιοχής) και ταυτόχρονα F= 1,2 > 0,187 πάλι εκτός της απορριπτικής 

περιοχής. ∆ηλαδή η υπόθεση Η0 είναι δεκτή. 
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4.7 Έλεγχοι καλής προσαρµογής 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια συνάρτηση f(x) µιας κατανοµής. Θέλουµε να 

ελέγξουµε αν αυτή έχει καλή προσαρµογή. Επειδή έχουµε έλεγχο, προφανώς θα απαιτείται 

κάποια στάθµη σηµαντικότητας έστω α. Ο έλεγχος αυτός διαφέρει από τους προηγούµενους. 

Μέχρι τώρα ασχοληθήκαµε µε παραµετρικές υποθέσεις (διασπορά, µέσες τιµές, κτλ.) όµως 

τώρα θα ασχοληθούµε µε την καταλληλότητα µιας κατανοµής να περιγράψει κάποιο 

χαρακτηριστικό Χ. Το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό ως έλεγχος καλής προσαρµογής. 

 

 Για τη λύση του προβλήµατος αυτού θα µας χρησιµεύσει το κριτήριο Χ2: 

 

X
O E

E
i i

ii

k
2

2

1
=

−

=
∑ ( )

 

 

όπου Οi είναι οι παρατηρηθείσες συχνότητες και Εi είναι οι αναµενόµενες συχνότητες. Πρέπει 

να προσέξουµε ιδιαίτερα οι συχνότητες οι αναµενόµενες να είναι µεγαλύτερες ή το πολύ ίσες 

µε το πέντε (5). Αν δεν είναι, θα ενώσουµε γειτονικές κλάσεις έως ότου να είναι.  

  

 Τα παραπάνω γίνονται περισσότερο κατανοητά µε τη µελέτη του παρακάτω 

παραδείγµατος: 

 

 Παράδειγµα: Ο παρακάτω πίνακας δίνει τον αριθµό Χ των εισερχοµένων κλήσεων 

σε τηλεφωνικό κέντρο. Να εξετασθεί αν ο αριθµός Χ2 ακολουθεί κατανοµή Poisson σε 

στάθµη σηµαντικότητας α=0,05. 

 

Χ 0 1 2 3 4 5  

f 15 21 12 5 1 0 (54) 

  

 Η κατανοµή Poisson δίνεται από τη συνάρτηση f x e
x

x

( )
!

= −λ λ
. Στην κατανοµή όµως 

Poisson γνωρίζουµε ότι Ε(Χ)=λ ⇒  x = ⇒ = + + + + =λ λ
1

54
0 15 1 21 2 12 3 5 4 1( * * * * * )  
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=1,19 άρα η συνάρτηση f(x) γράφεται f x e
x

x

( )
,

!
= −1,19 1 19

.  Πρέπει να εφαρµόσουµε τον 

τύπο Χ2. Ξέρουµε τα Οi που είναι οι παρατηρηθείσες συχνότητες. Αυτό που δεν ξέρουµε 

όµως είναι οι αναµενόµενες συχνότητες Εi. Μπορούµε όµως να τις υπολογίσουµε 

ολοκληρώνοντας τη δοσµένη συνάρτηση µε άκρα [0,1] - [1,2] - �. - [5,∞). Το αόριστο 

ολοκλήρωµα δίνει P e
ii

i

= −1 19,

!
λ

 και αν πολλαπλασιάσουµε µε το πλήθος n προκύπτουν τα fi 

όπου για i=0,1,2,3,4,5 παίρνουµε τις παρακάτω τιµές: 

 

Χ 0 1 2 3 4 5 

fi 16,25 19,49 11,72 4,70 1,40 0,44 

 

 Επειδή όµως στην 3η , 4η και 5η διαµέριση έχουµε 5,1 και 0 αντίστοιχα 

παρατηρήσεις πρέπει να τις ενώσουµε. (Αν ενώναµε την 4η και 5η , θα είχαµε µια κλάση µε 

µια παρατήρηση, άρα θα έπρεπε να ενώσουµε υποχρεωτικά και την 3η κλάση). Ο παραπάνω 

πίνακας γράφεται τώρα: 

 

Χ 0 1 2 3 

fi 16,25 19,49 11,72 6,54 

 

 Άρα το κριτήριο Χ2 µε αντικατάσταση δίνει: 

 

X 2
2 2 2 215 16 25

16 25
21 19 49

19 49
12 11 72

11 72
6 6 54

6 54
0 096 0 077 0 007 0 045 0 225

=
−

+
−

+
−

+
−

=

= + + + =

( , )
,

( , )
,

( , )
,

( , )
,

, , , , ,
  

 

Από τον πίνακα της κατανοµής Χ2 για α=0,05 και 2 βαθµούς ελευθερίας Χ2=5,99 και επειδή 

Χ2
2,0.05 =5,99 > 0,225 = Χ2, η υπόθεση ότι ο αριθµός Χ των εισερχοµένων κλήσεων 

ακολουθεί κατανοµή Poisson γίνεται δεκτή. 

 

 Παρατήρηση: Οι βαθµοί ελευθερίας δίδονται εκ του τύπου ν= n-k-1 όπου n οι 

διαµερίσεις (εδώ 4) και k οι προσδιοριστέοι συντελεσταί (εδώ 1 - η µέση τιµή λ). 
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4.8 Πίνακες Συνάφειας 

 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δυο χαρακτηριστικά Α και Β. Μας ενδιαφέρει να δούµε αν 

τα χαρακτηριστικά Α,Β είναι ανεξάρτητα. Για το λόγο αυτό θα εκτελέσουµε έλεγχο µε αρχική 

ή µηδενική υπόθεση Η0: Α,Β ανεξάρτητα και εναλλακτική Η1: όχι η Η0. Ο έλεγχος αυτός 

επειδή εξάγει συµπέρασµα για την ανεξαρτησία των ενδεχοµένων, θα καλείται έλεγχος 

ανεξαρτησίας (Χ2-test ανεξαρτησίας). 

 

X
n

Xij ij

ijj

k

i

k

s k a
2

2

11

2
1)( 1),=

−
>

==
− −∑∑

( )
(

θ
θ

 

 

Αν ισχύει το παραπάνω, η Η0 απορρίπτεται. 

 

 

 Παρατήρηση 1η: Το διπλό άθροισµα προϋποθέτει την ύπαρξη ενός διδιάστατου 

πίνακα από το σύνολο Πν των πινάκων. Ένας τέτοιος διδιάστατος πίνακας µε στοιχεία αυτά 

που προκύπτουν από την εφαρµογή της εντός του διπλού αθροίσµατος ποσότητας λέγεται 

πίνακας συνάφειας. Ονοµάζεται δε έτσι επειδή εξετάζουµε αν υπάρχει εξάρτηση (συνάφεια) 

µεταξύ των χαρακτηριστικών Α και Β. 

 

 Παρατήρηση 2η: Στον παραπάνω τύπο s θα είναι οι γραµµές του πίνακα συνάφειας 

και k οι στήλες του.  

 

  

 Παράδειγµα: Μηνιαίο περιοδικό ιστιοπλοΐας ζήτησε από 200 συνδροµητές του, 

τυχαία επιλεγέντες, να κατατάξουν τους εαυτούς των ανάλογα µε τις ικανότητες ιστιοπλοΐας 

που θεωρούν ότι έχουν. Από τις απαντήσεις που ελήφθησαν συντάχθηκε ο παρακάτω 

πίνακας κατά φύλο και ικανότητα: 

 

 Άνδρας Γυναίκα Σύνολο 

Αρχάριος 40 5 45 

Ενδιάµεσος 75 60 135 

Προχωρηµένος 13 7 20 
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Σύνολο 128 72 200 

 

 Να εξετασθεί σε στάθµη σηµαντικότητας 0,05 αν τα παραπάνω δεδοµένα παρέχουν 

αρκετές ενδείξεις ότι οι ικανότητες ιστιοπλοΐας έχουν σχέση µε το φύλο. 

 

 Υποθέτοντας ότι υπάρχει ανεξαρτησία µεταξύ των εν λόγω χαρακτηριστικών και 

χρησιµοποιώντας τον παρακάτω τύπο προκύπτει ο πίνακας των αναµενόµενων συχνοτήτων: 

 

θij
i jx y

=
200

 

 

 

 Άνδρας Γυναίκα Σύνολο 

Αρχάριος 28,8 16,2 45,0 

Ενδιάµεσος 86,4 48,6 135,0 

Προχωρηµένος 12,8 7,2 20,0 

Σύνολο 128 72 200 

 

 Επειδή οι αναµενόµενες συχνότητες είναι όλες µεγαλύτερες του 5 δε χρειάζεται να 

γίνει σύµπτυξη κατηγοριών. Εφαρµόζοντας το κριτήριο Χ2 έχουµε: 

 

X 2
2 2 240 28 8

28 8
5 16 2

16 2
7 7 2

7 2
16 286=

−
+

−
+ +

−
=

( , )
,

( , )
,

....
( , )

,
, .  

 

 Εξάλλου από τον πίνακα Χ2 µε βαθµούς ελευθερίας (s-1)(k-1)=(3-1)(2-1)=2 και 

επίπεδο σηµαντικότητας α=0,05 ⇒  Ρ=0,950 έχουµε Χ2
2,0.05=5,991 < 16,286 = Χ2 και 

εποµένως απορρίπτεται η Η0. Συνεπώς υπάρχουν πολύ ισχυρές ενδείξεις ότι οι ικανότητες 

ιστιοπλοΐας έχουν σχέση µε το φύλο και ιδιαίτερα µε το ισχυρό. 

 

 

4.9 Έλεγχος Οµοιογένειας 

 

 Ο έλεγχος αυτός απαιτεί την κατασκευή ενός πίνακα συνάφειας όπως αυτός που 

περιγράψαµε πριν. Η διαφορά εδώ είναι ότι θέλουµε να ελέγξουµε αν τα ποσοστά κάποιου 

πληθυσµού που έχει ιδιότητα Α και χωρίζεται σε κατηγορίες είναι ίσα µεταξύ τους.  
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Χρησιµοποιείται η κατανοµή Χ2 για το λόγο αυτό ο έλεγχος αυτός καλείται και Χ2 test 

οµοιογένειας. 

 

 Παράδειγµα: Από την παραγωγή τριών µηχανών ελήφθησαν τρία τυχαία δείγµατα 

50 προϊόντων. Τα προϊόντα ελέγθησαν ως προς την ποιότητά τους και προέκυψε ο 

παρακάτω πίνακας συχνοτήτων: 

 

Ποιότητα Μ1 Μ2 Μ3 Σύνολον 

1. Χαµηλή 6 5 2 13 

2. Μέτρια 8 8 4 20 

3. Καλή 26 30 26 82 

4. Πολύ καλή 10 7 18 35 

Σύνολον 50 50 50 150 

 

 Να γίνει έλεγχος οµοιογένειας της παραγωγής των τριών µηχανών σε στάθµη 

(επίπεδο) σηµαντικότητας α=0,05. 

 

 Θα πάρουµε κατά τα γνωστά: 

 

Ε11=4,33 - Ε12=4,33 - Ε13=4,33  

Ε21=Ε22=Ε23=6,67,   Ε31=Ε32=Ε33=27,33,   Ε41=Ε42=Ε43=11,67.  

Επειδή η πρώτη κλάση συχνοτήτων έχει τιµή 4,33 µικρότερη του 5 θα την συµπτύξοµε µε τη 

δεύτερη, οπότε θα έχουν συχνότητα 4,33+6,67=11. Παίρνουµε τον παρακάτω πίνακα: 

 

Ποιότητα Μ1 Μ2 Μ3 Σύνολον 

1. Χαµηλή/ Μέτρια 11,00 11,00 11,00 53 

2. Καλή 27,33 27,33 27,33 82 

3. Πολύ καλή 11,67 11,67 11,67 35 

Σύνολον 50 50 50 150 

 

 Εφαρµόζοντας το κριτήριο Χ2 παίρνουµε: 
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X 2
2 2 214 11 00

11 00
13 11 00

11 00
18 11 67

11 67
9 388=

−
+

−
+ +

−
=

( , )
,

( , )
,

....
( , )

,
,  . Από το δε πίνακα της 

κατανοµής Χ2 µε στάθµη σηµαντικότητας α=0,05 και βαθµούς ελευθερίας (s-1)(k-1)=(3-

1)(3-1)=4 παίρνουµε Χ2
4,0.05=7,779 < 9,388 = Χ2 και άρα απορρίπτεται η Η0.  

 

 Παρατήρηση: Ενώσαµε τις γραµµές 1 και 2 του αρχικού πίνακα γιατί οι αναµενόµενες 

συχνότητες της πρώτης γραµµής ήταν 4,33 µικρότερες του 5. 

 

 

4.10 Μέτρηση Έντασης Της Σχέσης Μεταξύ 2 Μεταβλητών 

 

 

 Για να επιτύχουµε κάτι τέτοιο χρησιµοποιούµε έναν από τους παρακάτω συντελεστές: 

 

Φ =
X
n

2

 

 

 Η παραπάνω σχέση µας δίνει τον συντελεστή Φ που αποτελεί το πρώτο µέτρο 

µέτρησης της έντασης της σχέσης µεταξύ δυο µεταβλητών. 

 

V
X

n s k
=

− −

2

1 1min( , )
 

 

 

Ο παραπάνω συντελεστής γνωστός ως συντελεστής V του Crammer προϋποθέτει την 

εύρεση του ελάχιστου µεταξύ των γραµµών και στηλών του πίνακα συνάφειας. 

Υπενθυµίζεται ότι µε s συµβολίζονται οι γραµµές και µε k οι στήλες του πίνακα συνάφειας. 

 

C
X

X n
=

+

2

2  

 

 Ο συντελεστής αυτός ονοµάζεται συντελεστής συνάρτησης C. 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Άσκηση 4.1 

∆ίνεται κανονικός πληθυσµός µε µέση αντοχή 180.  ∆είγµα 50 ράβδων µε x =190 και 

s=35,2. Ελέγξτε τη µέση αντοχή µε α=0,01. 

 

 Λύση: 

 

 Με την έκφραση έλεγχο εννοούµε ουσιαστικά τη σύγκριση (για παράδειγµα είναι ίσα 

ή µεγαλύτερα;). Αρκεί λοιπόν να πούµε Η0: µ=µ0 έναντι Η1: µ>µ0. Έχω  n=50≥30 και σ2 

άγνωστο. Η αρχική υπόθεση Η0 είναι µ0=180 και η εναλλακτική µ0≠180.  Άρα θα 

χρησιµοποιήσω τον τύπο: 

 

Z x
n
s

= − = − =( ) ( )
,

,µ0 190 180
50

35 2
2 01 . Όµως είναι α=0,01 ⇒  Ζα=Ζ0,01=2,33. 

 

Επειδή ισχύει Ζα=2,33>2,01=Ζ, συµπεραίνουµε ότι βρίσκεται εκτός της απορριπτικής 

περιοχής R και κατά συνέπεια είναι δεκτό. Εδώ πρέπει να τονίσοµε ότι η απόφαση απόρριψης 

ή αποδοχής της εκάστοτε στατιστικής υπόθεσης επηρεάζεται άµεσα από το α. Πράγµατι αν 

κάνουµε τον ίδιο έλεγχο για α=5%=0,05 ⇒  Ζα=Ζ0,05=1,645<2,01=Ζ, τότε η πρόταση 

απορρίπτεται. (βρίσκεται εντός της απορριπτικής περιοχής R). 

  

Αν βέβαια απορρίπταµε την υπόθεση αυτή θα δοκιµάζαµε πχ Η0: µ=µ0 και 

εναλλακτικά Η1: µ<µ0 και ούτω καθ� εξής. 

 

 

Άσκηση 4.2 

Για το παρακάτω δείγµα να γίνει έλεγχος της µέσης τιµής (=42) σε στάθµη 

σηµαντικότητας 0,05. ∆ίνεται το δείγµα: 42,36,46,43,41,35,43,45,40,39. 

 

 Λύση: 
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 Οµοίως θα υποθέσουµε Η0: µ=µ0 και Η1: µ>µ0. Στάθµη σηµαντικότητας είναι το α. 

Άρα α=0,05 ⇒  tα,0.05=1,833. Πρέπει να βρούµε το t και να το συγκρίνουµε µε το tα. Έχουµε 

για το συγκεκριµένο δείγµα: 

 

x X i
i

= = =
=
∑1

10
1

10
410 41

1

10

 και s X Xi
i

2 2

1

101
10 1

=
−

−
=
∑ ( ) =12,89⇒  s=3,59 (s>0). 

Είναι  t x
n
s

= − = − = −( ) ( )
,

, .µ0 41 42
10

3 59
0 88  Όµως είναι t9,0.05=1,833>-0,88=t άρα η 

υπόθεση Η0 είναι δεκτή. (βρίσκεται εκτός της απορριπτικής περιοχής R). 

 

 

Άσκηση 4.3 

∆ίνεται η Χ µε µ=1000gr, πλήθος δειγµάτων n=14. Να ελεγχθεί η διασπορά σ2 σε 

στάθµη σηµαντικότητας 0,05 αν Η0: σ2=49 και Η1: σ2>49. ∆ίνεται το δείγµα: 997, 999, 

1001, 1004, 983, 997, 993, 998, 1010, 1017, 1005, 1002, 1009, 995. 

 

 Λύση: 

 

 Από τα δοσµένα στοιχεία θα βρούµε το µέσο όρο και το s ώστε να εφαρµόσουµε τον 

τύπο του ελέγχου. Πράγµατι θα είναι x =1000,714 και s=8,33. 

 

X
n s

X2
2

2
2

21 13 8 33
49

=
−

⇒ =
( ) * ,

σ
=18,43.  

Πάµε στον πίνακα Χ2 να βρούµε την τιµή Χ2
13,0.05=22,36. Εδώ πρέπει να τονίσουµε ότι στην 

οριζόντια στήλη πρέπει να κοιτάξουµε στο Ρ=0,95 καθόσον τόση θα είναι η πιθανότητα και 

όχι στο 0,05. Συγκρίνουµε, οπότε έχοµε: 

 

 Χ2
13,0.05 = 22,36 > 18,43 = Χ2 (δεκτή η Η0, εκτός R). 

 

Άσκηση 4.4 

Για τους δυο παρακάτω κανονικούς πληθυσµούς δίδονται: 

 

Α x =79 S1=12 απόκλιση n=240 άτοµα 

Β y =74 S2=14 απόκλιση m=180 άτοµα 
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 Οι πληθυσµοί αυτοί αφορούν τους µέσους όρους σε 1 εξάµηνο και στο ίδιο πλήθος 

µαθηµάτων. Να γίνει έλεγχος Η0 µ1=µ2 µε Η1 µ1≠µ2 για τη διαφορά µ1-µ2 των δυο κατανοµών 

µε στάθµη σηµαντικότητας 0,05. 

 

 Λύση: 

 

 Οι έλεγχοι από τη θεωρία ορίζουν µ1-µ2=δ για την Η0. Όµως εµείς θέλουµε µ1=µ2⇒  

µ1-µ2=0 ⇒  δ=0. Έτσι θα θέτουµε δ=0 στους σχετικούς µε τον έλεγχο αυτό τύπους. Θα 

βρούµε αρχικά το Ζ: 

 

Z
x y

s
n

s
m

=
− −

+

=
−

+

=
0 79 74

12
240

14
180

3 85
1
2

2
2 2 2

,  . Θα πρέπει να το συγκρίνοµε µε το ta. Θα είναι όµως 

α=0,05 ⇒  Ζα/2=Ζ0,025=1,960 (Ζ1=1,9 & Ζ2=0,06 στο 0,97500) 

Συγκρίνουµε το Ζ0,025 µε το Ζ που βρήκαµε οπότε και θα έχουµε: 

t0,025=1,960 < 3,85=t που σηµαίνει ότι απορρίπτεται καθόσον βρίσκεται εντός της 

απορριπτικής περιοχής. 

 

 

Άσκηση 4.5 

Οµοίως µε την άσκηση 4.4 όµως τώρα (Α): n=64, x =24 , N(µ1,72) και Η0=µ1-µ2=3 - 

(Β): m=32, y =22 και Η1=µ1-µ2>3 µε Ν(µ2,62). 

 

 Λύση: 

 

 Είναι σαφές ότι κατά το τεστάκι αυτό θα πρέπει να θέσουµε στους τύπους που 

αφορούν τον έλεγχο αυτό, δ=3. Έτσι αρχικά θα υπολογίσουµε το Ζ, ύστερα το Ζ0.025 και θα 

τα συγκρίνουµε για να δούµε αν απορρίπτεται ή όχι η Η0. 

 

Z
x y

=
− −

+

=
− −

= −
3

7
64

6
32

24 22 3
1 375

0 73
2 2 ,

, . Από τον πίνακα της κανονικής κατανοµής παίρνουµε    

Ζ0,025=1,96 > -0,73 =Z που σηµαίνει ότι η Η0 είναι εκτός της απορριπτικής περιοχής R µε 

άλλα λόγια είναι αποδεκτή. 

 



 56 

 

Άσκηση 4.6 

Παρακάτω δίνεται ο χρόνος ισχύος δυο δειγµάτων ενός φαρµάκου: 

 

∆είγµα 1ο: 10,2 10,5 10,3 10,8 9,8 10,6 10,7 10,2 10 10,6 

∆είγµα 2ο: 9,8 9,7 9,6 9,6 10,1 9,8 9,9 10,1 10,2 9,5 

 

 Οι πληθυσµοί είναι κανονικοί. Να γίνει έλεγχος για Η0: µ1=µ2 και Η1:µ1≠µ2 σε στάθµη 

σηµαντικότητας 0,05. 

 

 Λύση: 

 

 Έχουµε µικρά δείγµατα και άγνωστη διασπορά, άρα αντί του Ζ θα πρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε το t του Student. Βρίσκουµε για το 1ο δείγµα : n=10, x =10,37 και 

s12=0,105. Οµοίως για το 2ο δείγµα παίρνουµε:  m=10, y =9,83 και s2
2=0,058. Εποµένως 

εφαρµόζοντας το σχετικό µε τον έλεγχο τύπο έχουµε: 

 

t
x y

s
n mp

=
− −

+
=

− −

+
= =

δ
1 1

10 37 9 83 0

0 285
1

10
1

10

0 54
0 1275

4 235
, ,

,

,
,

, όπου Sp
2 9 0 105 9 0 058

10 10 2
0 0815=

+
+ −

=
* , * ,

,  

 

δηλαδή sp=0,285. Έχουµε επίσης από τον πίνακα t του Student n=10+10-2=18 και 

α/2=0,05/2 =0,025 άρα πάµε στη γραµµή που έχει ν=18 και στη στήλη µε Ρ=0,975, οπότε 

παίρνουµε t18,0.025=2,101. Ελέγχουµε: t18,0.025 = 2,101 < 4,235 = t. (απορρίπτεται η υπόθεση 

που κάναµε). 

 

 

Άσκηση 4.7 

Να γίνει έλεγχος καλής προσαρµογής µε στάθµη σηµαντικότητας α=0,05 της 

εκθετικής κατανοµής που έχει x =1 στα διαστήµατα (0,1], (1,2], και (2,∞) µε 60, 25 και 15 

παρατηρήσεις αντίστοιχα. 

 

 Λύση: 
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 Καταρχήν έχουµε εκθετική κατανοµή, οπότε γνωρίζουµε τη συνάρτηση f x e x( ) = −λ λ  

και αφού το πρόβληµα λέει x =1⇒  Ε(Χ)=1 ⇒  λ=1 τότε η f(x) είναι προφανώς η f x e x( ) = − . 

Σε ασκήσεις αυτού του είδους θα βρίσκουµε όπως κάναµε πριν τη συνάρτηση. Το επόµενο 

βήµα είναι να χρησιµοποιήσουµε ολοκληρώµατα (έχουµε άπειρες τιµές στα διαστήµατα αυτά 

και όχι πεπερασµένες ώστε να πάρουµε αθροίσµατα) µε άκρα τα άκρα των διαστηµάτων της 

συνάρτησης που βρήκαµε.  

 

 Τα ολοκληρώµατα αυτά θα µας δώσουν τις πιθανότητες έστω Ρ10, Ρ20 και Ρ30. Το 

πλήθος των ολοκληρωµάτων που θα χρησιµοποιήσουµε θα είναι όσο το πλήθος των 

δοσµένων διαστηµάτων, στα οποία ζητήθηκε να γίνει έλεγχος καλής προσαρµογής. 

 

Είναι προφανές ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων Ρ10, Ρ20 και Ρ30 θα πρέπει να είναι 

ίσο µε τη µονάδα, οπότε πρακτικά θα υπολογίζουµε τα δυο πρώτα και το τρίτο θα το 

βρίσκουµε από τη σχέση Ρ10 + Ρ20 + Ρ30 = 1. Αυτό είναι πολύ χρήσιµο διότι αφενός είναι 

γρήγορο και αφετέρου δεν υπολογίζουµε ολοκλήρωµα µε άκρο το άπειρο, εν γένει δύσκολο. 

 

P e dx e e Px x
10

0

1
1

1 10

1
0

1 0 632 100 100 0 632 63 2= = − = − + = ⇒ = = =− − −∫ , * * , ,θ  

P e dx e e e Px x
20

1

2
2 1

2 20

2
1

0 233 100 100 0 233 23 3= = − = − + = ⇒ = = =− − − −∫ , * * , ,θ  

P e dx e e Px x
30

2

2
3 302

0 0 135 100 100 0 135 13 5= = −
∞

= + = ⇒ = = =−
+∞

− −∫ , * * , ,θ  

 

 Σηµείωση: Το 100 στις παραπάνω σχέσεις είναι το πλήθος n=60+25+15 που 

έχουµε. 

 

 Αν και θα µπορούσαµε να είχαµε βρει το Ρ30 δίχως τη χρήση του ολοκληρώµατος 

σύµφωνα µε τα όσα αναφέρθησαν παραπάνω, προτιµήθηκε ο υπολογισµός του ώστε να 

δείξουµε τη σχέση που αναφέραµε πριν. Ταυτόχρονα δε µε τα ολοκληρώµατα βρήκαµε και 

τις ποσότητες θκ, Τώρα έχουµε το τελευταίο στάδιο που είναι ο υπολογισµός του Χ2. 

 

X 2
2 2 260 63 2

63 2
25 23 2

23 2
15 13 6

13 6
0 451=

−
+

−
+

−
=

( , )
,

( , )
,

( , )
,

,  
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 Πάµε στον πίνακα Χ2 και βρίσκουµε ότι Χ2
1,0.05=3,841 (πήγαµε στο ν=1 και στο 

Ρ=0,950). Έπεται ότι Χ2
1,0.05=3,841 < 0,451 = Χ2 άρα δεκτή η Η0. 

 

 Παρατήρηση: Αν θέλαµε να βρούµε προσεγγιστικά το µέσο όρο θα είχαµε: 

 

  yi νi νiyi 

0 1 0,5 60 30 

1 2 1,5 25 37,5 

2 3 2,5 15 37,5 

 

όπου yi το ηµιάθροισµα άνω και κάτω άκρου διαστήµατος. Τα διαστήµατα που 

εκλέξαµε είναι τα (0,1], (1,2] και (2,3]. Προφανώς δε θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το 

διάστηµα (2,∞) της εκφώνησης. Αν αθροίσουµε την τελευταία στήλη παίρνουµε x =1,05 

περίπου ίσο µε το δοσµένο µέσο όρο. 

 

 

Άσκηση 4.8 

Τυχαίο δείγµα 200 υπαλλήλων ελέγχεται ως προς τη συµπεριφορά ως προς την 

έκπτωση (=Β) και ιδιότητα υπαλλήλου (=Α).  

 

 Κάνει ∆εν Κάνει ∆.Ξ / ∆.Α. Β 

Πωλητής 30 15 15 60 

Τµηµατάρχης 40 50 10 100 

∆ιαχειριστής 10 25 5 40 

Σύνολο Α 80 90 35 ν=200 

 

 Να ελεγθεί η υπόθεση ανεξαρτησίας των Α και Β, Η0 τα Α,Β ανεξάρτητα και Η1 τα ΑΒ 

όχι ανεξάρτητα σε στάθµη σηµαντικότητας α=5%. 

 

 Λύση: 

 

 Θα φτιάξουµε ένα πίνακα 3x3 µε στοιχεία θκλ όπου κ,λ=1,2,3. Τα στοιχεία του θ θα 

τα φτιάξουµε ως εξής: 
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6
200

30*40

18
200

90*40     ,16
200

80*40    ,15
200

30*100     ,45
200

90*100

40
200

80*100    ,9
200

35*60     ,27
200

90*60    ,24
200

80*60

33

32312322

21131211

==

========

========

θ

θθθθ

θθθθ

 

 Έτσι δηµιουργήσαµε τον πίνακα συνάφειας 

24  27  9
40  45  15
16  18  6
















. Στη συνέχεια θα βρούµε το 

Χ2 ώστε να το συγκρίνουµε µε αυτό που θα εκλάβουµε από το σχετικό πίνακα των 

ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής Χ2 µε στάθµη σηµαντικότητας 5%. Το Χ2 θα 

υπολογιστεί κάνοντας χρήση των στοιχείων του παραπάνω πίνακα θ ως εξής: 

 

X
nij ij

ijji

2
2

1

3

1

3 2 2 230 24
24

15 27
27

5 6
6

18 2=
−

=
−

+
−

+ +
−

=
==
∑∑

( ) ( ) ( )
....

( )
,

θ
θ

. 

 

Όπου τα nij τα παίρνουµε έτοιµα από τα δεδοµένα του πίνακα (εκφώνηση) και τα θij τα 

παίρνουµε από τον πίνακα θ που δηµιουργήσαµε. Τώρα πάµε στον πίνακα των Χ2 όπου για 

α=5%=0,05 ⇒  Ρ=1-0,05=0,950 και ν=(3-1)(3-1)=2*2=4, παίρνουµε X2
4,0.950=9,488. Επειδή 

δε ισχύει X2
4,0.950=9,488 < 18,2 = Χ2, απορρίπτεται η Η0 (εντός της απορριπτικής περιοχής). 

 

 Παρατήρηση: Για το Χ2 το ν δεν είναι 200, αλλά το γινόµενο των γραµµών επί των 

στηλών του πίνακα που µας δώσαµε (3x3) µείον τη µονάδα και στις γραµµές και στις στήλες 

(2x2). Αυτό ισχύει πάντα στις ασκήσεις αυτές και χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή. 

 

Άσκηση 4.9 

(Χ2 - test οµοιογένειας). Σε µελέτη µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε τα ποσοστά των 

αλκοολικών σε ένα πληθυσµό (1200 άτοµα). Παίρνουµε τα παρακάτω: 

 

 Αλκοολικοί  Μη Αλκοολικοί  

Κλήρος 32 268 300 

Εκπαιδευτικοί 51 199 250 

Υπάλληλοι 67 233 300 

Έµποροι 83 267 350 

Σύνολο 233 967 1200 
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 Να ελεγθεί η υπόθεση Η0 αν τα ποσοστά Ρ1,Ρ2,Ρ3 και Ρ4 είναι ίδια Ρ1=Ρ2=Ρ3=Ρ4 (γι� 

αυτό και το αποκαλούµε test οµοιογένειας) και Η1 όχι ίδια. Η στάθµη σηµαντικότητας του 

ελέγχου είναι 5%. 

 

 Λύση: 

 

 Θα εργαστούµε ανάλογα µε την προηγούµενη άσκηση. Θα δηµιουργήσουµε αρχικά 

τον πίνακα θ: 

 

θ θ κοκ11

300 233
1200

58 25
300 967

1200
241 75= = = =

*
, ,

*
, ,         12 . 

 

 Θα πάρουµε τότε τον πίνακα θ =



















58,25   241,75
48,54   201,96
58,25   241,75
67,96   282,04

. Στη συνέχεια πρέπει να βρούµε 

το Χ2 όπως ακριβώς κάναµε και στην προηγούµενη άσκηση: 

 

X 2
2 2 232 58 25

58 25
51 48 54

48 54
267 282 04

282 04
20 59=

−
+

−
+ +

−
=

( , )
,

( , )
,

....
( , )

,
, .  Για να βρούµε το Χ2 

από τον πίνακα, αφενός µεν πρέπει να γνωρίζουµε το Ρ που εδώ θα είναι α=5%=0,05⇒  

Ρ=0,950 και αφετέρου το ν που καλείται βαθµός ελευθερίας και όπως είπαµε σε 

προηγούµενη παρατήρηση δεν έχει καµία σχέση µε το πλήθος του πληθυσµού, αλλά είναι 

ίσο µε το γινόµενο των γραµµών µείον τη µονάδα του πίνακα που δίδεται επί των στηλών 

µείον πάλι τη µονάδα. Έτσι ν=(4-1)(2-1)=3*1=3. Πάµε στον πίνακα να βρούµε το Χ2
3,0.950 

οπότε και παίρνουµε 7,815. Βλέπουµε ότι: 

 

Χ2
3,0.950 = 7,815 < 20,59 = Χ2 και άρα η υπόθεση Χ2 απορρίπτεται (έχουµε µάλλον 

ανοµοιογένεια). 
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Άσκηση 4.10 

Να ελεγθεί αν τα Α,Β είναι ανεξάρτητα. Να υπολογισθεί ο συντελεστής Φ, ο 

συντελεστής V του Crammer και ο συντελεστής συνάρτησης C. 

 

 

Α\Β <0,5=Β1 0,5=Β2 >0,5=Β3  

Α1 16  12 19 47 

Α2 32 12 9 53 

 48 24 28 100 

 

 Λύση: 

 

 Οµοίως µε τις προηγούµενες ασκήσεις θα κατασκευάσουµε τον πίνακα θ: 

 

θ θ11

47 48
100

22 56
22 56

= = ⇒ =










*
, .....

,      11,28     13,16
25,44     12,72     14,84

. 

 

 Άρα X 2
2 2 216 22 56

22 56
12 11 28

11 28
9 14 84

14 84
8 57=

−
+

−
+ +

−
=

( , )
,

( , )
,

...
( , )

,
, .  

Από τον πίνακα Χ2 παίρνουµε (α=0,05 ⇒  Ρ=0,950 και βαθµοί ελευθερίας ν=(3-1)(2-1)=2) 

Χ2
2,0.950 = 5,991 < 8,57 =Χ2 και εποµένως η υπόθεση Η0 απορρίπτεται. 

 

Φ = = =
X
n

2 8 57
100

0 293
,

,  

V
X

n s k
=

− −
= =

2

1 1
8 57

100 2 1* min( , )
,

* min( , )
0,293 (s= γραµµές, k=στήλες) 

C
X

X n
=

+
=

+
=

2

2

8 57
8 57 100

0 281
,

,
,  
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Κεφάλαιο 5ο: Ανάλυση Παλινδρόµησης & Συσχέτισης 
 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

5.1 Εισαγωγή 

 

 Ενώ µέχρι τώρα ασχοληθήκαµε κυρίως µε το πρόβληµα εκτίµησης των παραµέτρων 

της κατανοµής ενός πληθυσµού, στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα της 

πρόβλεψης µιας �εξαρτηµένης� µεταβλητής, έστω Υ, όταν γνωρίζουµε τις τιµές των 

�ανεξάρτητων� µεταβλητών Χ1,Χ2,�,Χν συµβολιζόµενες χάριν συντοµίας Χ. 

 

5.2 Απλό Γραµµικό Μοντέλο (Παλινδρόµηση) 

 

 

 Ας υποθέσουµε Υ µια εξαρτηµένη µεταβλητή από τη Χ. Στο συνηµµένο σχήµα 

φαίνεται το διάγραµµα διασποράς (scatter diagram). Υποθέτουµε ότι y=a+bx το 

προσδιοριστικό µοντέλο µε α σταθερό όρο και b την κλίση. 
 

 x 

 x x 

     x  x     x 

  x    x 

 

 

 

 Βλέπουµε ότι το απλό γραµµικό µοντέλο είναι στην ουσία µια ευθεία, η οποία τείνει 

να προσεγγίσει το σύνολο των σηµείων που έχουµε, χωρίς όµως να περνάει από όλα τα 

σηµεία. Ας υποθέσουµε ότι ei είναι το σφάλµα (απόκλιση) της ευθείας από ένα τυχαίο σηµείο 

i. Τότε είναι σαφές ότι το στοχαστικό µοντέλο θα ήταν yi=a+bxi+ei. 
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 Θα προσπαθήσουµε να απλοποιήσουµε την απόδειξη των κανονικών εξισώσεων. 

Έστω y a bxi i= +  η ευθεία. Τότε (yi-α-bxi)2 θα είναι οι αποστάσεις των εκάστοτε σηµείων. 

Το δε άθροισµά των αποστάσεων τους παραγωγιζόµενο πρέπει να είναι ίσο µε το µηδέν. 

Παραγωγίζοντας και εξισώνοντας µε το µηδέν µια έκφραση, παίρνουµε το τοπικό της 

ακρότατο. 

 

Επειδή το µοντέλο της ευθείας θα είναι τόσο επιτυχηµένο, όσο µικρότερες είναι οι 

αποστάσεις των σηµείων από αυτή και ιδανικό αν είναι µηδέν (όλα τα σηµεία πάνω στην 

ευθεία) θα αναζητήσουµε τοπικό (ή ολικό) ελάχιστο. 

 

∂
∂α

α

∂
∂

α

( )

( )

y bx

b
y bx

y na b x

x y a x b x

i i
i

n

i i
i

n

i i

i i i i

− − =

− − =










⇒
= +

= +






=

=

∑

∑
∑ ∑
∑ ∑ ∑

1

1

2

0

0
  (*) 

  
 Οι εξισώσεις (*) ονοµάζονται πρώτη και δεύτερη κανονική εξίσωση αντίστοιχα και 

έχουν ορισµένες εξαιρετικά χρήσιµες εφαρµογές. Ισχύουν οι παρακάτω τύποι που δίνονται 

χωρίς απόδειξη: 

 

x
x

n
y

y
n

i i= =
∑ ∑

,     

 

 Επίσης η διασπορά γράφεται: 

 

s
x nx
n

s
x y nxy

nx
i

xy
i i2

2 2
2

1 1
=

−
−

=
−

−
∑ ∑

,     

 

 Άρα µπορούµε άµεσα να προσδιορίσουµε το σταθερό όρο α και την κλίση b του 

απλού γραµµικού µοντέλου ως εξής: 

 

$ , $ $b
S
S

xy

x

= 2      = y - bxα  
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 H παρακάτω ποσότητα είναι η αµερόληπτη εκτιµήτρια της δεσµευµένης διασποράς 

V[Y|x]=σ2
y|x υπό την προϋπόθεση ότι η τελευταία παραµένει σταθερή για τις διάφορες τιµές 

του x (οµοσκεδαστικότητα). 

 

s
n

y yy x i i
i

n

| ( $ )2 2

1

1
1

=
−

−
=
∑  

 

  

Ορίζεται ο συντελεστής προσδιορισµού (προσαρµογής) R2 από τον τύπο: 

 

R
SSR
SST

y y
y y

i

i i

2
2

2= =
−

−
∑
∑

( $ )
( $ )

 

 

 Τέλος ορίζουµε τον συντελεστή συσχέτισης r, που στο απλό γραµµικό µοντέλο το 

τετράγωνό του συµπίπτει µε το τετράγωνο του συντελεστή προσαρµογής R2. Αυτό 

συµβαίνει γιατί ο συντελεστής συσχέτισης r χρησιµοποιείται γενικά για τον έλεγχο της 

ύπαρξης ή όχι γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των xi και yi. 

 

 

 Παράδειγµα: Μετρήσεις της ποσότητας οξειδίου y(A) που σχηµατίζεται στην 

επιφάνεια µετάλλου που τοποθετείται για χρόνο x(min) σε κλίβανο σταθερής θερµοκρασίας 

δίνεται από τον παρακάτω πίνακα. Να εκτιµηθούν µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων η 

σταθερά α και η κλίση b της ευθείας y=αx+b και να προσδιορισθεί ο δειγµατικός 

συντελεστής συσχέτισης r, ο συντελεστής προσαρµογής (προσδιορισµού) R2 και η διασπορά 

σφαλµάτων S2
y|x.  

 

 

Χ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

Υ 2,0 5,0 6,5 9,5 11,0 13,5 15,0 17,5 19,0 

 

 

 Για την επίλυση της άσκησης, σχηµατίζουµε τον παρακάτω πίνακα: 
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Χ Υ X X−  Y Y−  ( X X− )2 ( X X− )(Y Y− ) (Y Y− )2 

10 2,0 -40 -9,0 1600 360 81,00 

20 5,0 -30 -6,0 900 180 36,00 

30 6,5 -20 -4,5 400 90 20,25 

40 9,5 -10 -1,5 100 15 2,25 

50 11,0 0 0,0 0 0 0,00 

60 13,5 10 2,5 100 25 6,25 

70 15,0 20 4,0 400 80 16,00 

80 17,5 30 6,5 900 195 42,25 

90 19,0 40 8,0 1600 320 64,00 

450 99,0 -- -- 6000 1265 268,00 

 

Αφού βρίσκουµε εύκολα ότι x y= =50 11 0, , .  

Από τις κανονικές εξισώσεις αν λύσουµε ως προς α και b παίρνουµε: $
( )( )

( )
b

x x y y

x x

i i
i

n

i
i

n=
− −

−

=

=

∑

∑
1

2

1

 

εποµένως b=0,21 και από την y a bx a y bx a= + ⇒ = − ⇒ = − =$ $ $ $ $ ( , ) ,11 0 21 50 0 50 . 

Βρίσκουµε επίσης ότι R
y y

y y

y y y y

y y
r

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i i
i

n

i
i

n
2

2

1

2

1

2

1 1

2

2

1

20 994=
−

−
=

− − −

−
= ==

=

= =

=

∑

∑

∑ ∑

∑

( $ )

( )

( ) ( $ )

( )
,  και 

τέλος S y yy x i i
i

| ( $ ) ,2 2

1

91
9 1

0 217=
−

− =
=
∑ . Το απλό γραµµικό µοντέλο (η ευθεία δηλαδή) είναι 

προφανώς η $ , ,y x= +0 50 0 21 . 

 

 

5.3 ∆.Ε. για τα α και b. 

 

 

 Οι τύποι που δίνουν τα δ.ε. στάθµης σηµαντικότητας α για τα α (σταθερά) και b 

(κλίση) του απλού γραµµικού µοντέλου είναι οι παρακάτω: 

 

( $ ), /a Satn a± −1 2  και ( $ ), /b Sbtn a± −2 2  
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όπου Sα και Sb δίνονται από τους τύπους: 

 

S a s
n

x
n Sx

2 2
2

2

1
1

= +
−

(
( )

)   και S b
s

n sx

2
2

21
=

−( )
 

 

5.4 Έλεγχος για το b 

 

 Είναι πολύ σηµαντικό να µπορούµε να κάνουµε έλεγχο όχι µόνο για την κλίση b αλλά 

όπως θα δούµε παρακάτω και για τη µέση και ατοµική πρόβλεψη. Οι έλεγχοι αυτοί 

διαφέρουν µόνο ως προς τους τύπους που εφαρµόζονται, καθόσον η φιλοσοφία τους 

παραµένει ίδια. Το επίπεδο σηµαντικότητας θα είναι το λιγότερο 90%.  

 

Η0:   b=b0 

H1:   b>b0 

H0:  b=b0 

H1:  b<b0 

H0:  b=b0 

H1:  b≠≠≠≠b1 

Στατιστικό Test 

R={t > tn-2,α} R={t<-tn-2,α}  R={|t|>tn-2,α/2} 
t

b b
Sb

=
−$ 0  

 

 

5.5 ∆.Ε. για τη µέση και ατοµική πρόβλεψη 

 

 

 Αυτά θα δίδονται από τους τύπους: 

 

( $
( )
( )

), /y st
n

x x
n Sn

x

± +
−
−−2 2

2

2

1
1α  [µέση πρόβλεψη] 

 

( $
( )
( )

), /y st
n

x x
n Sn

x

± + +
−
−−2 2

2

21
1

1α  [ατοµική πρόβλεψη] 

 

 

5.6 Έλεγχος για τη µέση πρόβλεψη Ε(y) 

 

 Θα γίνεται βάση του πίνακα: 
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Η0:  Ε(y)=µ0 

Η1:  Ε(y)>µ0 

Η0:  Ε(y)=µ0 

Η1:  Ε(y)<µ0 

Η0:  Ε(y)=µ0 

Η1:  Ε(y)≠≠≠≠µ0 

Στατιστικό Test 

R={t>tn-2,α} R={t<tn-2,α} R={|t|>t n-2,α/2} 
t

y

s
n

x x
n sx

=
−

+
−
−

$

( )
( )

µ0

2

2

1
1
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

 

Άσκηση 5.1 

Αν $ $ $y a bx= +  η εκτιµήτρια ελαχίστων τετραγώνων και $ $e y yi i i= −  τα εκτιµώµενα 

σφάλµατα, τότε να δείξετε ότι: 

$ei
i

n

=
∑ =

1
0  

x ei i
i

n

$
=
∑ =

1
0  

$ $y ei i
i

n

=
∑ =

1
0  (Θέµα 6/1996) 

 

 Λύση: 

 

 α) Καταρχήν είναι $ $ $y a bx= +  και y a bx= +$ $  άρα $ $( )y y b x x= + − . Κατόπιν τούτων 

έχουµε: 

$ ( $ ) ( $ $ ) $ $ $ $ ( $ $ )e y y y a bx y na b x ny na bnx n y a bxi
i

n

i i
i

n

i i
i

n

i i
= = =
∑ ∑ ∑ ∑ ∑= − = − − = − − = − − = − − =

1 1 1
0  

 

λόγω της πρώτης κανονικής εξίσωσης. 

 

 β) x e x y a bx x y a x b xi i
i

n

i i i i i i i$ ( $ $ ) $ $
=
∑ ∑ ∑∑ ∑= − − = − − =

1

2 0  από τη δεύτερη 

κανονική εξίσωση. 

 

 γ) 

y e a bx y a bx a y a bx b x a bx

y e a y na b x b x y a x b x

i i i i i i i i i

i i
i

n

i i i i i i

$ ( $ $ )( $ $ ) $( $ $ ) $( $ $ )

$ $( $ $ ) $( $ $ )

= + − − = − − + − − ⇒

⇒ = − − + − − =
=
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1

2
0

 , 

λόγω της πρώτης και δεύτερης κανονικής εξίσωσης. 
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Άσκηση 5.2 

Να βρεθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, η διασπορά σφαλµάτων και ο 

συντελεστής προσδιορισµού R2. 

 

Υ 9 5 7 14 10 

Χ 3 1 2 5 4 

 

 Λύση: 

 

 Θα έχουµε y na b x a bi i∑ ∑= + ⇒ = +$ $ $ $45 5 15    (1) . Από δεύτερη κανονική εξίσωση 

έχουµε x y a x b x a b ai i i i∑ ∑ ∑= + ⇒ = +  →  =$ $ $ $. $ , $( ( )2 1), 2156 15 55 2 7  (2)     &  b = 2,1.  Η 

ζητούµενη ευθεία θα είναι η $ , ,y x= +2 7 2 1 . Μπορούµε να ελέγξουµε αν η ευθεία είναι 

αξιόπιστο µοντέλο µε το δεδοµένα του πίνακα. Για παράδειγµα αν θέσουµε x=3 ⇒  y=9 και 

για x=1 ⇒  y=4,8 (αντί 5). Πράγµατι η ευθεία είναι ένα πολύ αξιόπιστο µοντέλο. 

 

y          y           $y  ( )y y− 2  ( $ )y y− 2  ( $)y y− 2  

9           9            9  0 0 0 

5           9          4,8 16 17,64 0,04 

7           9          6,9 4 4,41 0,01 

14          9  

13,2 

25 17,64 0,64 

10          9  

11,1 

1 4,41 1 

 SST=46 SSR=44,10 SSE=1,90 

 

 Είναι R
SSR
SST

2 44 10
46

0 96 96%= = = ⇒
,

,  και s
SSE
n

2

2
1 90

3
0 633=

−
= =

,
, . 
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Άσκηση 5.3 

Για την άσκηση 5.2, να υπολογισθούν τα διαστήµατα εµπιστοσύνης 95% για τα α και 

b. Επίσης να γίνει έλεγχος για την υπόθεση Η0: b=0 και Η1 b≠0 µε στάθµη σηµαντικότητας 

α=0,05. 

 

 Λύση: 

 

 Θα έχουµε t5-2,0.025 = t3, 0.025 = 3,182 οπότε µπορούµε να υπολογίσουµε τα Sα2 και 

Sb2: 

 

S s
n

x
n s

Sa
x

a
2 2

2

2

21
1

0 633
1
5

3
5 1 2 5

0 696 0 83= +
−







 = +

−






 = ⇒ =

( )
,

( ) ,
, ,  και ανάλογα έχουµε 

S
s

n s
Sb

x
b

2
2

21
0 633

5 1 2 5
0 0633 0 25=

−
=

−
= ⇒ =

( )
,

( ) ,
, ,  οπότε τα διαστήµατα εµπιστοσύνης είναι: 

για το µεν α είναι ( $ ) ( , , ) ( ,a Sa± = ± =2 7 0 83 1 9 ,  3,5)  για το δε b ( $ ) ( , , )b Sb± = 1 9 2 4 ,  . 

 

 

Άσκηση 5.4 

Να βρεθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων του παρακάτω δείγµατος: 

 

Υ 12 13 13 14 15 15 14 16 17 18 

Χ 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 

 

 Ποια θα είναι η διασπορά; Να βρεθεί διάστηµα εµπιστοσύνης 90% για τη µέση 

πρόβλεψη για Χ=5. Να βρεθούν όλα τα διαστήµατα εµπιστοσύνης για όλες τις δυνατές τιµές 

του Χ. 

 

Λύση: 

 

 Λειτουργούµε κατά τα γνωστά, οπότε παίρνουµε το σύστηµα: 

 

y na b x a bi i∑ ∑= + ⇒ = +$ $ $147 10 40)  (1) 

x y a x b x a bi i i i∑ ∑ ∑= + ⇒ = +$ $ $ $2 611 40 180   (2) 
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 Επιλύοντας το σύστηµα αυτό παίρνουµε: $ , , $ ,a b= =10 1 1 15   . Η ευθεία των 

ελαχίστων τετραγώνων θα είναι η $ , ,y x= +10 1 115 . Ας πάρουµε το ζεύγος (15,4) για Χ=4 

έχουµε Υ=14,7 (αξιόπιστο µοντέλο). 

 

 Για τη διασπορά των σφαλµάτων θα έχουµε όπως και προηγούµενα: 

 

s
y y

n
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2

12 12 4 13 12 4 13 13 55 14 13 55 15 14 7
8

15 14 7 14 15 85 16 15 85 17 17 18 17 5 65
8

0 706

=
−

−
=

− + − + − + − + − +

+ − + − + − + − + −
= =

∑ ( $) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ,
,

 

 

 Θέλουµε διάστηµα εµπιστοσύνης 90% µε Χ=5 και άρα $ ,y = 15 85 . Θα πάρουµε: 

 

( $ *
( )
( )

) ( , , * ,
( )

* ,
) ( ,, .y s t

n
X x
n Sn

x
± +

−
−

= ± +
−

=−2 0 05

2

2

21
1

15 85 0 84 1 86
1

10
5 4

9 2 22
15 24  ,   16,46) , 

αφού S
x nx
nx
i2
2 2

1
=

−
−

∑
=2,22. Αν επαναλάβουµε την ίδια διαδικασία για όλες τις δυνατές 

τιµές του Χ(2,3,4,6) θα πάρουµε τον παρακάτω πίνακα διαστηµάτων εµπιστοσύνης: 

 

 

 

 

 

 

 2 3 4 5 6        (Χ) 

 

Χ   

2 11,54 13,26 

3 12,96 14,16 

4 14,21 15,19 

5 15,24 16,46 

6 16,14 17,85 
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 Παρατήρηση: Θα µπορούσαµε να κάνουµε τις γραφικές παραστάσεις που φαίνονται 

στο σχήµα. Παρατηρούµε ότι το διάστηµα εµπιστοσύνης (confidence band) είναι µια ζώνη, η 

οποία έχει κάποιο ελάχιστο κοντά στο 4, όσο δε αποµακρυνόµεθα αυξάνει το πλάτος της 

(αβεβαιότητα).  

 

 

Άσκηση 5.5 

α) Ελέγξτε για την άσκηση 5.4, αν η υπόθεση Η0 Ε(y)=16 µε Η1 Ε(y)>16 αν Χ=6 σε 

στάθµη σηµαντικότητας α=0,05, β) να βρείτε διάστηµα εµπιστοσύνης 90% για την ατοµική 

πρόβλεψη για Χ=5, γ) να συγκρίνετε µε το δ.ε. που βρήκατε για τη µέση πρόβλεψη, 

επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία για όλες τις δυνατές τιµές του Χ. Τι συµπέρασµα εξάγετε; 

 

 Λύση: 

 

 α) Θα είναι $ , , *y = + =10 1 115 6 17 , εποµένως και σύµφωνα µε τη θεωρία θα έχουµε 

t
y

s
n

x x
n Sx

=
−

+
−
−

=
−

+
−

= =
$

( )
( )

,
( )

* ,

, * ,
,

δ
1

1

17 16

0 84
1

10
6 4

9 2 22

1
0 84 0 55

2 17
2

2

2
 > 1,86 = t8,0.05  και άρα η 

Η0 απορρίπτεται. 

 

 

 β) Θα είναι $ ,y = 15 85 και προφανώς s=0,84. Το διάστηµα εµπιστοσύνης θα δοθεί εκ 

του τύπου: 15 85 1 86 0 84 1 0 15 14 17 17 53, , * , , ( , , )± + →   ,   . 

 

 γ) Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία του ερωτήµατος (β) για όλες τις δυνατές 

τιµές του Χ (2,3,4,6) παίρνουµε τον παρακάτω πίνακα. 

 

 

 

 

 

 

 2 3 4 5 6        (Χ) 
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Χ   

2 10,62 14,18 

3 11,87 15,23 

4 13,06 16,34 

5 14,17 17,53 

6 15,22 18,78 

 

 

 Παρατηρούµε ότι η νέα καµπύλη (µε σκούρο χρώµα) περιβάλλει την παλαιά. Αυτό 

σηµαίνει ότι η ζώνη εµπιστοσύνης είναι στενότερη από τη ζώνη πρόβλεψης (σκούρο χρώµα). 

∆ηλαδή η ζώνη πρόβλεψης διακατέχεται από µεγαλύτερη αβεβαιότητα και για το λόγο αυτό 

έχει µεγαλύτερο πλάτος. 

 

 

Άσκηση 5.6 

∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας: 

 

Χ 0,10 0,30 0,40 0,55 0,70 0,80 0,95 

Υ 15,0 18,5 19,3 21,2 22,6 23,8 26,0 

  

 Να βρεθούν: 

Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων 

διάστηµα εµπιστοσύνης 95% τα α,b. 

i)  να γίνει έλεγχος Η0 b=0 αληθής Η1 b≠0 σε στάθµη σηµαντικότητας α=0,05 

ii)  να βρεθεί δ.ε. 95% για την ατοµική πρόβλεψη Υ όταν Χ=0,5. 

 

 Λύση: 

 

 (i) Γράφουµε τις δυο κανονικές εξισώσεις: 

 

y na b x a bi i∑ ∑= + ⇒ = +146 4 7 3 8, ,   (1) 

x y a x b x a bi i i i∑ ∑ ∑= + ⇒ = +2 85 99 3 8 2 595, , ,    (2) 
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 Οπότε αν λύσουµε τις (1),(2) πχ µε τη µέθοδο Crammer κατά α,b θα βρούµε 

α=14,27 και b=12,24 εποµένως η ζητούµενη ευθεία ελαχίστων τετραγώνων µε κλίση b και 

σταθερό όρο α θα είναι η $ , ,y x= +14 27 12 24 . 

 

 (ii) Θα είναι S
s

n Sb
x

2
2

21
=

−( )
, όπου η διασπορά θα βρεθεί από τα δεδοµένα του 

προβλήµατος και S
x nx
nx
i2
2 2 2

1
2 595 7 0 54

7 1
0 5538

6
0 09=

−
−

=
−

−
= =

∑ , * , ,
, . Η διασπορά s θα 

ισούται µε s
n
n

S
S
Sy

xy

x

2 2
2

2

21
2

6
5

13 63
1 018
0 09

0 15=
−
−

−








 = −







 =,

,
,

,  αφού το Sx
2  είναι ήδη γνωστό 

και επίσης S
y ny
ny
i2
2 2

1
81 7833

6
13 63=

−
−

= =
∑ ,

,  και S
x y nxy
nxy
i i2

1
1 018=

−
−

=
∑

, . Οπότε και 

βρίσκουµε για το Sb=0,53 και Sα=0,32 άρα τα δ.ε. είναι για το µεν α: (13,45 , 15,09) για το 

δε b:  (10,88 , 13,60) 

 

 

 (iii) Η υπόθεση απορρίπτεται καθόσον το µηδέν δεν ανήκει στο παραπάνω διάστηµα 

εµπιστοσύνης για το b. 

 

 (iv) ( $
( )
( )

), /y st
n

x x
n Sn

x

± + +
−
−−2 2

2

21
1

1α , οπότε αν λάβουµε υπόψη µας ότι t5,0.025=2,571 

θα πάρουµε (19,33 , 21,45) το ζητούµενο δ.ε. για την ατοµική πρόβλεψη Υ (Χ=0,5). 
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